Modelovani pohybi
numerickymi metodami

Studijni text pro Fesitele FO a ostatni zajemce o fyziku
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Uvod

V dynamice hmotnych boda vychazime z pohyboviych rovnic, které ziskame
aplikaci 2. pohybového zdkona. Jsou to diferencidlni rovnice, jejichz feSeni
vétsinou klade velké naroky na znalost matematické analyzy. To donedavna
zna¢né omezovalo moznosti vykladu dynamiky na stfedni skole, kde jsou ob-
vykle podrobné probrany jen pohyby s konstantnim zrychlenim, rovnomeérny
a rovnomeérné zrychleny pohyb po kruznici a netlumené harmonické kmitani
pruzinového oscilatoru.

Rozsifenim vypocetni techniky do $kol a zavedenim pfedmétu informatika
vznikly zcela nové podminky i pro vyuku fyziky. V dynamice soustav hmotnych
bodi je to zejména moznost vyuziti numerickych metod reseni obycejnich dife-
rencidlnich rovnic. I nejjednodussi z téchto metod, které vyzaduji jen zakladni
znalosti programovani, poskytuji pii feSeni dynamickych tloh vysledky, které
dobfe vystihuji pribéhy realnych déju a umoziiuji jejich grafické modelovéni.

P1i vypoctech dynamickych modelt vystac¢ime v nouzi s programovatelnym
kalkuldtorem. Vétsi komfort ovsem poskytuje pocita¢ PC s moznosti grafického
vystupu na obrazovku a tiskarnu. Pro usnadnéni prace byly vyvinuty rdzné
programovaci prostiedky, které automaticky vykonavaji rutinni prace spojené
s pfipravou programu a s vytvafenim tabulek nebo grafl, takze uzivatel se mize
plné sousttedit na Feseni fyzikalniho problému. U néas je to zejména vypocetni,
modelovaci a demonstra¢ni systém FAMULUS 3.5 L. Dvordka a kol., ktery
vznikl na MFF UK v Praze a na Skoly byl rozsifovan firmou FAMULUS Etc.

Presnost matematického modelu fyzikalniho déje a rychlost vypoctu jsou
znacné zavislé na pouzité numerické metodé. Tento studijni text podava pre-
hled nejrozsifenéjsich metod a porovnava jejich presnost a rychlost na modelech
nékterych jednoduchych pohybi. Jsou to: volny pad s odporem prostiedi, me-
chanické kmity (netlumené, tlumené a vynucené) a pohyb druzice v radidlnim
gravitacnim poli. Déle se v textu setkdme s modelovanim pohybu izolované
soustavy hmotnych bodu a s modelovanim pohybu kyvadla.

Vétsina ukazek byla pfipravena v systému FAMULUS, dvé alternativni
ukazky jsou v Pascalu a Excelu. Pro zdjemce jsou na internetovych stran-
kach FO k dispozici programy z tohoto textu a nékolik dalsich dopliikovych
programu ve Famulu.



1 Pohybové rovnice a jejich reseni
Aplikaci druhého pohybového zdkona ve tvaru

d?r

F = = —_—
ma m dt2

na konkrétni pripad pohybu hmotného bodu v inercialni vztazné soustavé do-
stavame pohybovou rovnici tohoto pohybu. Sila, ktera ptisobi na hmotny bod,
se muze obecné ménit v zavislosti na ¢ase, na poloze hmotného bodu a na jeho
rychlosti. P¥i feSeni fyzikalnich iloh se nejcastéji setkdme s témito typy sil:

1. sila tthovd v homogennim tihovém poli
F=mg,

2. sila gravitacni v radidlnim gravitacnim poli centralniho télesa s velkou hmot-
nosti (M > m)
Mm

F=—x—"r
7”3 ’

(Pocatek vztazné soustavy volime ve stfedu centralniho télesa.)

3. sila elastickd pti vychyleni hmotného bodu z rovnovazné polohy
F=—Fk.r.
(Pocétek vztazné soustavy volime v rovnovazné poloze hmotného bodu.)
K témto konzervativnim silam pak pristupuji rizné disipativni sily. Zvlaste:
4. sila odporu viskdzniho prostredi pti pomalych pohybech

F = —knlv = —Bv, (Stokestiv vzorec)
5. sila viroveého odporu prostredi pri rychlejsich pohybech

1
F = f§CSpvv = —Kovv. (Newtoniv vzorec)

Z ¢asové proménnych sil uvedme alespor

6. harmonicky se ménici silu
F = F,, sinQt,

se kterou se setkame pii studiu nucenych kmiti.



Rozepsanim pohybové rovnice na jednotlivé souradnice dostaneme pro po-
hyb v trojrozmérném prostoru t¥i rovnice

d2z

mag; = mp = Fa: = Fx(tam7yazavazavyavz)a
d2

may = md_tg =Ly = Fy(t,x,y,z,vx,vy,vz),
d2z

ma; = mW = Fz = Fz(tam7yazavxavyavz)'

Ve specidlnich ptipadech pohybu po pfimce nebo pohybu v roviné mtizeme pii
vhodné volbé vztazné soustavy zredukovat pocet rovnic na jednu nebo dvé.
Dalsi zjednoduseni nastane, pokud sila zavisi jen na nékterém z uvedenych
parametri, nebo je konstantni.

Zname-li poc¢ateéni polohu hmotného bodu, jeho pocatecni rychlost a po-
hybovou rovnici, mizeme urcit pribéh pohybu, tj. stanovit, jak zavisi poloha
hmotného bodu a jeho okamzitd rychlost na c¢ase. Pfi modelovani pohybu
hmotného bodu jde o to, abychom k uréité posloupnosti ¢ast {t;} stanovili
posloupnost pfislusnych polohovych vektori {r(¢;)}, pfipadné i posloupnost
okamzitych rychlosti {v(¢;)}. Ziskané posloupnosti pak dale vyuziviame pfi gra-
fickém zndzornéni pohybu, kdy bud zobrazujeme v uréitém méfitku vztaznou
soustavu a jednotlivé polohy hmotného bodu, nebo sestrojujeme grafy znazor-
nujici, jak se méni v zavislosti na ¢ase souradnice polohového vektoru, pripadné
i vektoru rychlosti a zrychleni, nebo jejich velikosti.

Posloupnost {¢;} volime nejcastéji jako posloupnost aritmetickou s konstant-
nim ¢asovym krokem

h=tiy1—1t;.

Naznaceny tkol muzeme feSit na pocitac¢i dvéma metodami, analytickou
nebo numerickou.

1.1 Analyticka metoda

Analytickd metoda spoc¢iva v tom, Ze nejprve vyfeSime pohybovou rovnici po-
moci prostiedki matematické analyzy, tj. nalezneme explicitni funkce r = r(t),
v = v(t), které jsou feSenim pohybové rovnice, a postupnym dosazovanim ¢lentt
z posloupnosti {¢;} do funkénich vzorctt vypocitdme jednotlivé ¢leny posloup-
nosti {r(t;)}, {v(t:)}.

Analytickd metoda je naro¢na na matematické znalosti a na stfedni Skole
ji vyuzijeme jen v nejjednodussich piipadech. Prednosti analytické metody je,
7e pri ni nachazime vztahy, pomoci kterych mizeme z pocatecnich podminek
a koeficientd pohybové rovnice urcit rtzné vlastnosti trajektorie, dobu trvani
déje, pripadné jeho periodu. Muzeme naptiklad urcit dalku a dobu vrhu, dobu



obéhu a velikosti poloos trajektorie pfi pohybu druzice, amplitudu a periodu
kmitt oscilatoru aj. To umoznuje na rozdil od numerickych metod pfedem volit
pocatecni podminky tak, aby prubéh déje mél urcité pozadované vlastnosti.

zadani pohybové rovnice
a pocatecnich podminek

analytické feSeni postupny numericky vypocet
pohybové rovnice ¢lent posloupnosti {r;}, {v;}
vypodet ¢leni posloupnosti grafické zpracovani

{r(t))}, {v(t)}

grafické zpracovani

Porovndni analytické a numerické metody Teseni pohybové rovnice

1.2 Numericka metoda

Numerické metody priblizného feseni pohybovych rovnic s danymi poc¢ate¢nimi
podminkami jsou zaloZeny na pouziti rekurentnich vzorci vyjadiujicich pomoci
funkce

a=a(tv,r)

co nejpresnéji vztahy mezi sousednimi ¢leny posloupnosti {r(t;)} a {v(¢;)}.
Cilem numerického feseni je nalezeni posloupnosti

{ri} =hn, n, rp, r3, ...,

{vit =wvo, v1, vo, w3, ...,
které by se co nejvice priblizovaly k pfesnému FeSeni tilohy, tj. k posloupnostem
{r(t;)}, {v(t;)} ziskanym analytickym FeSenim tlohy.

Velkou vyhodou numerickych ptibliznych metod feSeni pohybovych rovnic
je jejich univerzalnost, tedy nezavislost pocetniho postupu na typu funkce a =
bez znalosti matematické analyzy. Existuje velké mnozZstvi metod numerického
Feseni pohybovych rovnic, které se 1isi svou slozitosti a presnosti. U vSech plati,



ze chyba metody vypoctu se zmensuje pri zmensovani ¢asového kroku h. K ni
v8ak pri vypoctu na pocitaci pristupuje chyba zaokrouhlovaci dana presnosti
zobrazeni ¢isel v pocita¢i — ta naopak pfi zmensovani h roste.

2 Elementarni metody numerického reseni po-
hybovych rovnic

Spolu s pohybovou rovnici upravenou na tvar

a= % —a(t,v,r) 1)

budeme pfi vytvareni posloupnosti {v; }, {r;} elementarnimi metodami pouzivat
rekurentni vztahy

Vit1 = V; + ah 5 (2)
riy1=0n0 + vh . (3)
ti+1 =1; + h s (4)

Vztahy (1) az (4) musime pfi numerickém vypoétu opakované pouzit v uréitém
pfedem zvoleném pofadi, pfiGemz (1) musi pfedchizet (2) a vztah (4) obvykle
fadime jako posledni. Mame tedy tfi moznosti usporadani vypoctu, které podle
potadi krokt v programovém cyklu oznaéime zkratkami ARV, AVR a RAV
(A...vypocet zrychleni, V... vypocet zmény rychlosti, R...vypocet zmény po-
lohy). Postup vypoc¢tu pii pouziti jednotlivych metod je pfehledné zapsén v na-
sledujici tabulce:

ARV AVR RAV
a,=a(t,v,r) | a=a(t,v,r) riy1=r,+ vih
riqy1=0n0n + Vih Vit1 = V; + Oih a = a(ti, Vi, I‘i+1)
Vit =Vi +ah | g =r+vigih | vign=vi+ah

tiy1 =t +h tivi=t+h tiy1 =t +h

Metody ARV a RAV se lisi, pouze kdyZ zrychleni hmotného bodu zévisi na
jeho poloze. Napriklad pfi studiu pohybu v homogennim tihovém poli davaji
obé metody stejny vysledek.

Poznamka: Podobné jednoduché metody byvaji v ucebnicich numerické mate-
matiky oznacovany jako ,, Eulerova metoda“.



Priklad 1
Modelujte volny pad télesa z vysky 100 m s pfihlédnutim k odporu vzduchu.
Predpokladejte, ze velikost odporové sily se idi Newtonovym vztahem

1
F, = §Cng2 = Kv?

a ze mezni rychlost padu, pii které plati F, = Fg, je vm = 20,0 m-s~!.

Poditejte s tihovym zrychlenim g = 9,8 m-s~2.

Reseni

Pocatek O vztazné soustavy zvolime v misté dopadu télesa, kladnou poloosu y
orientujeme smérem vzhiru. Pohyb bude probihat po ose y v zdporném smyslu.
Na padajici téleso piisobi vysledna sila

F = Fg + F, o soufadnicich F, = —mg+ Kv?, F, =F,=0.

Pohybovou rovnici mizeme upravit na tvar
K
ay = L= g4+ —vP=—g+Lv?, ay=ua.=0.
m
Koeficient L ur¢ime z mezni rychlosti a tthového zrychleni. Plati

g= van , L= ., pro dané hodnoty L =0,0245m™".

3®w| ks

Pro vétsi prehlednost a zjednoduseni zapisu bude Gcelné pracovat v modelech
s velikosti rychlosti v = —v, a s velikosti zrychleni a = —a, = g — L2,

V nésledujicich ukazkich pouzijeme pro modelovani padu metodu ARV
s Casovym krokem h = 0,1 s. Pocitacovy model mtzeme vytvorit v riznych
programovacich prostfedich. Spokojime-li se s tabulkou vypocitanych hodnot,
muzeme napi. pouzit jednoduchy program v jazyce Pascal:

program pad;

const g=9.8; 1=0.0245; h=0.1; writeln (t:15:2,y:15:3,v:15:3);

var a,v,t:real; i:integer; inc (1);

RS i tiintegers if i=24 then begin i:=0;
begin readln
y:=100; v:=0; t:=0; i:=0;

end;

repeat a:=g-Lisqr(v); until y<0; readln;

(=y-vkh;

yimymvh; end.
v:=v+axh;

t:=t+h;



Po spusténi programu se na obrazovce objevi prvnich 24 fadku tabulky
s hodnotami ¢;, y;, v; a po kazdém stisku klavesy Enter pokracovani tabulky.
Vypocet ukoncime, kdyz dojdeme k prvni zaporné hodnoté y;. Dobu padu a
rychlost dopadu mtizeme dopocitat linearni interpolaci hodnot, které precteme
v poslednim fadku s kladnou hodnotou a v prvnim radku se zapornou hodno-
tou y;:

6.40 0.628 19.942
6.50 -1.366 19.947

Chceme-li model doplnit grafy a vypoctem kone¢nych hodnot ¢asu a rych-
losti jako na nésledujicim obrazku, délka programu v Pascalu se nékolikrat
zvétsi a samotny algoritmus metody ARV predstavuje jen jeho nepatrnou ¢ast
(pfiloha A).

t/s (174 ] win/s)

GOOAGOOAUAAANNNNANL LR
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Mnohem jednoduseji se vyporadame s timtéz tkolem v systému Famulus.
V editoru Famula napiSeme do pfedepsané sablony kraticky program obsahujici
koeficienty pohybové rovnice, ¢asovy krok, poc¢atecni podminky a algoritmus
vypoctu ¢lenidt posloupnosti {r;} a {v;}:

Volny pad ve vzduchu z"vySky 100 m. Metoda ARV

—————— proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -
£=9.8; L=0.0245; h=0.1

——————————— pocateéni hodnoty - - - - - - - - - - -

—————————————— model - - - --------- - -
a=g-L*v~2; y=y-vxh; v=v+axh; t=t+h ! Metoda ARV

Programovanim grafickych procedur a vypisu tabulek se nemusime zabyvat.
V hlavnim menu jen zvolime parametry tabulky a graft a jejich umisténi na
obrazovce. Po spusténi vypoctu se cyklicky opakuje ¢ast programu oznacend
jako model, kterd obsahuje algoritmus vypoctu (v tomto pfipadé algoritmus
metody ARV). Vypoétené hodnoty se postupné zapisuji do tabulky a vynéseji
do grafti. Po zaplnéni ¢asti tabulky na obrazovce se vypocet prerusi a znovu
pokracuje po stisknuti mezerniku. Vypocet ukonc¢ime, kdyz se v tabulce objevi
zaporné hodnoty soufadnice y. Takto vypada konecny vzhled obrazovky:

100 | 20 |-
80 |-
15 |
60|
1 T ofF
w [
b 40 - 5
| b
20 | B
o (10 o
L L 1 L 1 L L 1 L L 1 L 1 1 L 1 L 1
[1] 2 3 49 5 [ 7 8 [1] 1 2 3 4 5 [ 7 8
e — i p—
t Y v

4.500 38.267 19.589

4 .600 36.308 19.629

4.700 34.345 19.665

4 .800 3Z.378 19.698

4 .900 30.409 19.727

5.000 Z8.436 19.754

5.100 26.460 19.778

5.200 Z4.483 19.799

S5.300 ZZ.503 19.819

5.400 Z8.521 19.837

5.500 18.537 19.852

5.600 16.552 19.867

5.700 14.565 19.880

S5.800 1Z2.977 19.892

S5.900 18.588 19.902Z

6.000 8.598 19.912

6.100 6.607 19.928

6.200 4.615 19.928

6.300 Z.622 19.935

6.400 B.628 19.942

6.500 —1.366 19.947

E&.600 —3.360 19.952




Program ve Famulu muzeme samoziejmé dale vylepsovat. Chceme-li, aby
se vykreslily i zacatky grafi a aby model byl ukoncen v okamziku dopadu,
provedeme nasledujici doplnéni a kone¢ny vzhled obrazovky se zméni:

Volny pad ve vzduchu z"vysky 100 m. Metoda ARV

—————— proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -
g=9.8; L=0.0245; h=0.1

——————————— pocate¢ni hodnoty - - - - - - - - - - -
y=100; v=0; t=0

DISP
—————————————— model - - - - - - - - - - - - - -
a=g-L*v~2; y=y-vxh; v=v+axh; t=t+h ! Metoda ARV
IF y<O THEN
t=t+y/v; v=v+axy/v; y=0 ! Nalezeni Casu a rychlosti dopadu
DISP ! linearni interpolaci
STOP END
100 |- 20 -
sol i
! e
60 |- B
T s T 1w0f
L) aol w
T A
zo| -
o -I L 1 L 1 L L 1 L o -I 1 L 1 1 L 1 L 1
[1] 1 2 3 4 3 [ 7 8 [1] 1 2 3 EY E} 6 7 8
e — -t ——>
t u v
4.400 40.2Z1 19.545
4.500 38.267 19.589
4.600 36.308 19.629
4._700 34.345 19.665
4.800 3Z.378 19.698
4.9080 30.409 19.727
5.000 28.436 19.754
S5.100 26.460 19.778
S5.200 Z4 .48 19.79¢
S5.300 ZZ.583 19.819
5-400 20.521 19.837
5.500 18.537 19.85Z2
S.600 16.552 19.867
5.700 14.965 19.888
S5.800 1Z2.577 19.892
5.900 18.588 19.982Z
6.000 8.598 19.912
6.100 6.607 19.920
6.Z200 4.615 19.928
6.300 Z.6Z2Z 19.935
6.400 B.628 19.942Z
6.432 8.800 19.943
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Kdo nemé k dispozici Famulus a neovlada Pascal, mize k modelovani po-
hybt pouzit vsudypritomny tabulkovy kalkulator Excel od firmy Microsoft.
Nasi tlohu vyresime nasledujicim zpusobem:

a) Do bunék A5, B5 a C5 vlozime konstanty pohybové rovnice a ¢asovy krok.
b) Do bunék A8, B8 a C8 vlozime poéateéni hodnoty veliin.

¢) Do bunék A9, B9, C9 a D9 vzorce, které tvoii algoritmus metody ARV:
(Adresy bunék s $ jsou absolutni, bez $ relativni.!)

Burika Vzorec Vyznam
A9 =A8+(C5 tiv1 =1t + h
B9 =B8-C8*$C$5 Yi+1 = Yi — Vih
C9 =C8+D9*$C$5 Vit1 = V; + a; * h
D9 | =$A$5-$B$5%C8"2 a; =g — Lv?

0S0 el - pad _ (O X
” Soubor Upravy Zobrazit VioZit Format Nistroje Data Okno Napovéda _l_]_]
DEH SRY BRI v--- @@= A 2% @ Qéilﬂn%vi@
|| arial cE - BIUS=E=EEF%, R4 ==
49 ~| = =AB+$CH5
A [ B [ ¢ [ o [ E [ F |

1 Volny pad ve vzduchu
| 2 Metoda ARY

B

4 g/ms? |L/m" |his

5 9.8 0,0245 0.1

5]

7 t/s y im vims! |a/ms?

8

9

10

1

12 -
M4 p M Graf Y Lista { Listz / Lista / 1« | jj_l
Pfipraven [ soucet=110,88 [ 123 4

d) Vybereme oblast vzorct (tj. oblast A9:D9) a kurzor pfemistime do pravého
dolniho rohu bunky D9, kde se zméni ve vypliiovaci tahlo, které ma podobu
cerného kiizku. Stiskneme levé tlacitko mysi a vyplnovaci tdhlo posouvame
dola. Tim se vzorce z bunék A9 az D9 kopiruji do bunék v nasledujicich rad-

1) Lze také bunky A5, B5, C5 pojmenovat (Vlozit—Nazev—Definovat) a ve vzorcich
pouzit tyto nazvy (napf. g, L, h).

11



cich, pricemz absolutni adresy se zachovavaji a relativni adresy se méni. Po
uvolnéni tlacitka mysi se zabrana oblast zaplni vysledky vypocti. Zkontro-
lujeme posledni radek, a pokud neni hodnota souradnice y zdpornd, stisk-
neme opét levé tlacitko mysi a pokracujeme v automatickém vyplnovani
tabulky, az je podminka splnéna. Pfi ¢asovém kroku 0,1 s to nastane na 73.
radku:

A [ B [ ¢ [ b [ E [ F [ 6 [ 3

|1 Volny pad ve vzduchu
| 2 Metoda ARY _]

5

4 g/ms? |L/m' |his

5 9,8] 00245 0.1

5}

7 t/s y im vims! |a/ms?

8 0 100 0

9 0.1 100 0,98 9.8

10 0,2 99,902| 1957647 977647

1 0,3 99,70624| 2,928258| 9,706107

71 6,3 2,621913] 19,93521| 0,070252

72 6.4| 0,628392| 19,94155| 0,063391

73 6,5 -1,36576] 19,94727| 0,057197
& L

75 v
[ 4> M Grafl b Lista /List2 / List3 / I« _»]J_\
PFipraven il [ 123 4

e) Spustime Priivodce grafem a obvyklym zptsobem k tabulce vytvofime graf:

120 T 25
y/im v/ms’
100 + 1 og

80 -

+ 15
60 -

+ 10
40 -

20 15
0 T T T T T T 0
0 1 2 3 4 5 6 7
t/s
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TTi modely volného padu, které jsme praveé vytvorili, jsou prakticky shodné.
Vycteme z nich, Ze téleso spadne pfiblizné za 6,4 s a témér dosdhne mezni
rychlosti 20 m-s~!. Nejméné pracny byl model v systému Famulus, ve kterém
proto provedeme i vSechny zbyvajici ukazky.

Priklad 2

Modelujte kmity mechanického oscilatoru tvofeného pruzinou o tuhosti k, na
které je zavéseno zavazi o hmotnosti m. Zavazi vychylime z rovnovazné polohy
do vysky yo a v case t = 0 uvolnime.

Ulohu feste pro hodnoty k=50 N-m~!, m = 2,0 kg, yo = 10 cm.

Reseni
Tentokrat pouzijeme metodu AVR s ¢asovym krokem h = 0,02 s. Pohybovou
rovnici kmit upravime:

k
Fy =ma, = —ky, ay =——y.

V programu zavedeme proménné v a a jako Ciselné hodnoty souradnic rych-
losti a zrychleni — nabyvaji stfidavé zapornych a kladnych hodnot. Z modelu
vidime, ze oscilator harmonicky kmita s periodou pfiblizné 1,26 s.

Mechanicky oscilator. Metoda AVR

—————— proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -
k=50; m=2; h=0.02

——————————— pocateéni hodnoty - - - - - - - - - - -

—————————————— model - - - - - - - - - - - - - -
a=-(k/m) *y; v=v+axh; y=y+v¥h; t=t+h ! Metoda AVR

Oscilator — metoda AVR., h=0.82 s t u
0.10 1.600 —@.0198
I 1.6Z0 —@.0295
1.648 —@.8389
1.66@8 —@.0480
o.osF 1.6808 —@.0565
1.788 —@.0645
1.7Z0 —@8.0718
T 1.740 —@.0734
ol 1.760 —@8.0842Z
u 1.78@ —@.0892Z
1.800 —@.0933
I 1.82@a —@.0965
_o.osF 1.848 -8.8987
. 1.860 —@.0999
1.880 —@.1001
- 1.988 —8.8993
B 1.928 —8.0975
[~ T i | 388
o 0.3 t _1) 1.5 2 1.988 —B8.8864
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Priiklad 3

Ve vztazné soustavé s pocatkem ve stiedu Zemé modelujte pohyb druzice, ktera
mé perigeum ve vzdalenosti 6 700 km od zemského stfedu a jeji rychlost ma
v perigeu velikost 9000 m-s~!. Hmotnost Zemé M = 6,0 - 1024 kg, gravitacni
konstanta > = 6,67-10"1 N . m? - kg~ 2.

Vztaznou soustavu povazujte za inercialni.

Reseni

Vztaznou soustavu orientujeme tak, ze perigeum se nachazi na kladné poloose y.
Pohybovou rovnici upravime a rozepiseme podle soufadnic:

F Mm x M M x M
=ma=—-x—5r, @=———1r, G=——3"0C, 0 =— Y.
rd rd rd Y r3

Pouzijeme metodu RAV s ¢asovym krokem 60 s. Program doplnime podmi-
nénymi piikazy, které ukonci vipocet po prvnim obéhu druzice a spusti vypocet
konec¢né polohy a doby obéhu.

Z modelu vidime, Ze druzice se pohybuje po eliptické trajektorii s apogeem
ve vzdalenosti priblizné 14 000 km od zemského stfedu a dopocitana doba obéhu
je 10589 s.

Druzice Zemé& - metoda RAV

—————— proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -
m=6e24 ! hmotnost Zemé

km=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemé& vynasobend gravitacni konstantou
h=60

——————————— poc¢ate¢ni hodnoty - - - - - - - - - - -
t=0; x=0; y=6.7e6; vx=9000; vy=0; c=0

DISP
SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.38e6,6.38e6) ! Vykresleni Zemé
—————————————— model - - - - --- - - - - - - -
Xr=x
x=x+vx*h; y=y+vy*h !
f=-km/(x"2+y~2)"1.5 !
ax=f*x; ay=fx*y ! Metoda RAV
vx=vx+h*ax; vy=vyth*ay !
t=t+h !
IF sgn(x)<>sgn(xr) THEN c=c+1 END ! Ukonceni prvniho obé&hu,
IF x>0 AND c=3 THEN ! ur¢eni doby obé&hu

t=t-x/vx; y=y-vy*x/vx+ay*x~2/vx~2/2; x=0 ! a kone&né polohy
DISP
WRITE Graph,"T = ",t:7:1,"s"
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END

DruZice Zemé& — metoda RAV. h=60 s *® u
<107 |T = 18589.3 s 9000 | 90893921 —13zz824
[ 9060 | -9000543 911392
[ 9128 | -8889650 —498188
o.sl 9188 | -876@612 —B83966
. az48 | -86128085 330435
I 9308 | -8445618 744093
- 9368 | -8258466 1155992
| 9428 | -8050796 1565019
[ 9480 | -7822101 1969959
ol 9548 | -7571933 2369491
[ 9688 | —7299923 z76z188
9668 | 7005794 3146515
T - 9728 | -6689382 3528835
- 9788 | -6350660 3883412
u | 9g4@ | -5989756 4232424
_o.s| 9908 | -5606978 4565981
[ 9968 | -5202833 4882138
[ 10026 | —4778051 5178928
10086 | 4333592 5454392
- 10140 | -3870665 5786612
s 18zee | -3390730 5933755
-1.0F 18268 | -2895491 6134117
[ 10320 | 2386886 6306162
[ 16386 | 1867063 6448571
10446 | -1338350 6560274
I 10506 “8@3213 6640487
- 18568 -2642@89 6688732
e ) ) . 1e589 ° 6708775

=T ~0.5 ] .5 7 _ _

5 .10 8940 9170417 1731799
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3 Porovnani modela vytvorenych
elementarnimi metodami s presnym
resenim pohybovych rovnic

V predchézejicich ukdzkach jsme studovali dé€je, jejichz pohybové rovnice do-

vedeme Fesit analyticky. To ndm umozituje porovnat ¢leny posloupnosti {r;}

ziskané algebraickou metodou s ¢leny posloupnosti {r(t;)} ziskané pfesnym vy-
poctem.

Pro volny pad ve vzduchu byly ve studijnim textu [9] odvozeny vztahy

et\/Lg _ eft\/Lg
L —
met\/Lg _’_e—t\/Lg

U et\/Lg T eft\/Lg U
=g — 1 =yy— —1 h(t\/Lg) .
Y Yo \/L_g n 2 Yo \/L_g 11 COs ( g)

v =

= vmtgh(tv/Lg),

Na néasledujicim obrazku vidime grafické modely volného padu vytvorené
metodami ARV a AVR pfi ¢asovém kroku h = 0,1 s doplnéné o body, kterymi
by prochézel presny graf ziskany analytickou metodou. (Metoda RAV by dala
stejny vysledek jako metoda ARV, protoZe a u tohoto d&je nezdvisi na r.)

Test pribliZmich metod — volnd piad ve vzduchu
100 |-
80 |-
60 |-
]\ B ARV ..RAV
u
AVR
40 -
20 -
or, 1 1 1 1 L 1 Al 1 1
[1]) 1 2 3 + 4q 5 6 7 8




Oba modely dobfe vystihuji studovany déj a po dostateéném zmenseni ¢aso-
vého kroku by se prakticky shodovaly s pfesnym pribéhem déje. Metoda ARV
je zde o néco presnéjsi nez metoda AVR.

Kmity mechanického oscilatoru modelované v piikladu 2 jsou popsany

vztahem
( k )
Y = Yo COs wt = Yp COS — -t
\/ m

a maji periodu T' = 24 / % ,  pro dané hodnoty T =1,257s.

Na nésledujicim obrézku jsou jejich grafické modely vytvorené metodami
ARV, AVR i RAV s casovym krokem h = 0,05 s a teckami je opét naznacen
pribéh presného grafu.

Test pribliZndch metod — oscildtor

0.3}

0.2

0.1
T \ .\

ol 4, +
Y AvR RAV
| -0.1}
ARV
-0.2
-0.3F L L L L I L L L L I L L L L I L L L ,—/
[1] 0.5 t 1 1.5 2

Zde se osvédcuje metoda AVR — model nepatrné predbihé redlny déj —
a metoda RAV — model je nepatrné opozdén. ZmensSovanim ¢asového kroku
bychom u obou metod rychle dosahli uspokojivé presnosti. Metoda ARV se
jevi jako nevyhovujici — ampituda kmitid modelu v rozporu se skutec¢nosti na-
rusta a tento nedostatek by se nezanedbatelné projevoval i pfi mnohem mensim
¢asovém kroku.

Pohyb umélé druzice Zemé z prikladu 3 se fidi Keplerovymi zédkony Druzice
se pohybuje po eliptické trajektorii s ohniskem ve stfedu Zemsé, jejiz poloosy

maji délky
a:yi%, b=+/a?— (a—yo)?.
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Doba obéhu je

2mab

Yovo
Program, ktery vytvaii model pohybu druzice, poc¢itd s danymi hodnotami
x = 6,67-1071 N-m? kg 2, M = 6,0-10** kg, vop = 9000 m-s~! a
yo = 6,7-10% m, jako s piesnymi ¢isly, mél by tedy dojit k nezaokrouhlenym
vysledktim

a=10404889 m, b=9722937m, T =10541,4s.

Presnost pouzité metody mizeme posoudit podle odchylek téchto ¢iselnych
hodnot od hodnot uréenych z modelu.

Na nésledujicim obrazku jsou modely trajektorie druzice vytvorené meto-
dami ARV, AVR a RAV a polohy druZice na pfesném modelu trajektorie jsou
vyznaceny teckami. Pfesnd poloha druzice v ¢ase t; od priachodu perigeem se
da vypocitat fesenim Keplerovy rovnice. Postup je podrobné vysvétlen ve stu-
dijnim textu [10].

TW::

Test pribliZndych metod — druZice Zemé

T -o0.s} :
[ aur |-

-1.5F
L \\n:u
-2.0F

Modely vytvotené metodami AVR a RAV maji pfiblizné spravny elipticky
tvar, jsou jen vzhledem ke spravné poloze ponékud pootoceny okolo ohniska. Pfi
mnohonasobném obéhu by se toto pootoceni zvolna ménilo. Také doba obéhu
uréend z téchto modelt (viz pt. 3) zhruba odpovidé skuteéné hodnoté, od které

18



se lisi 0 48 s. ZmensSenim ¢asového kroku bychom mohli tyto modely v potiebné
mife upfesnit. Metoda ARV se podobné jako pii modelovani kmiti neosvédcila
— trajektorie se modeluje jako stale se zvétSujici spirdla a tento nedostatek
uplné neodstranime ani pfi mnohonasobném zmenseni ¢asového kroku.

7 ptedchéazejicich ukazek je zfejmé, ze elementarni metody modelovani po-
hybt davaji dostatecné presné vysledky, jen pokud zvolime velmi maly casovy
krok v porovnani s celkovou modelovanou dobou. Musime tedy provést znacné
mnozstvi vypoctu, coz klade naroky na strojovy cas pocitace. Proto byly hle-

vvvvvv

mnohonésobné presnéjsi. S nékterymi z nich se sezndmime.
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4 Presnéjsi metody
4.1 Zlepseni metody RAV — metoda Feynmanova

Feynmanova metoda pracuje s posloupnosti

{Vi+0,5} =W,;5, Vi, ... ,
tedy s posloupnosti pribliznych rychlosti v ¢asech

0,5h; 1,5h; 2,5h; ... .
Prvni ¢len této posloupnosti uréime ze vztahu

Vo5 = Vo + aoh/2 .

Pokud zrychleni hmotného bodu zéavisi jen na jeho poloze (harmonicky po-
hyb, pohyb druzice) a pokud nés nezajimé posloupnost {v;}, je dalsi postup
podobny jako v metodé RAV. Pouzijeme cyklus

riy1=1r+ vigosh,
a1 =a(r1),
Vit1,5 = Vito,s + Gip1h .
Poznamka: V této podobé je Feynmanova metoda popsana v prvnim dilu ,, Fey-

nmanovych prednasek z fyziky“. V ucebnicich numerické matematiky se s né-
zvem ,,Feynmanova metoda“ nesetkate.

Chceme-li pouzit Feynmanovu metodu v prikladu 3, sta¢i v programu pro
metodu RAV dopsat na konec tiseku poZéte&ni hodnoty dopsat tii radky
pomocného vypoctu:

——————————— pocateéni hodnoty - - - - - - - - - - -
t=0; x=0; y=6.7e6; vx=9000; vy=0; c=0
SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.38e6,6.38e6)
DISP
f=-km/(x"2+y~2)"1.5 ! Pomocnj vypolet metody FEY
ax=f*x; ay=fx*y
vx=vx+ax*h/2; vy=vy+ayxh/2

—————————————— model - - - - - - - - - - - - - -
XIr=x
x=x+vx*h; y=y+vy*h
f=-km/(x"2+y~2)"1.5
ax=f*x; ay=fx*y Metoda RAV

vx=vx+h*ax; vy=vyth*ay
t=t+h
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a dostaneme néasledujici vysledek:

DruZice Zemé — metoda FEY.

h=60 s

107 |T = 18559.8 s

0.5

-0.35

-1.0

-1.5

3

u

-1 -0.5
e

0.5

.107

18560

8880
8940

—92Z87535
—9164040
—9@23487

—538506
a

—9485316
—9394443

—632891
—2349Z1

163488

561577

958511
1353378
1745180
2132830
2515150
2890864
3258601
3616892
3964176
4z98801
4619040
4923099
S5Zeg9139
S475295
5719710
59948563
6136189
6304720
6444925
6555452
6635267
66836a9
6700053

—1424813
—1829731

Model trajektorie uz neni pootocen jako pii pouziti metody RAV a
doba obéhu je vypocitana podstatné presnéji — od skutecné se lisi jen o
Dosahli jsme tedy podstatného zlepseni témétr bez prodlouzeni vypoctu.

Jestlize zrychleni hmotného bodu zavisi i na jeho rychlosti, piipadné
case, je cyklus nutno zménit na

riy1 =ri+ vigosh,

Vit1 = Viyos + ah/2
tiy1 =t +h,

a1 =a(tiy1,Vig, i)

Vir15 = Vito,5 + @ip1h .

také
18 s.

1 na

Feynmanova metoda jako prvni z uvedenych je schopna zcela presné mode-
lovat pohyby s konstantnim zrychlenim. V tomto pfipadé vede totiz k obecnym

vztahtm

v, = vy + agih ,

r,=ry+ vyih + Oo(ih)2/2 .

4.2 Upravena metoda ARV

Také metodu ARV je mozno upravit tak, aby davala presné vysledky pii mo-
delovani pohybtu s konstantnim zrychlenim. Sta¢i upravit rekurentni vztah pro
r;+1 podle kinematickych zédkond rovnomérné zrychleného pohybu. Dostédvame
tak upravenou metodu ARVU s cyklem 1, 3*, 2, 4:
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a, = a(ti, Vi, ri) s

ri 1 =1r+vih+ aih2/2 R
Vir1 = V; + aih
tiv1=t;+h.

Chceme-li pouzit metodu ARVU pii FeSeni piikladu 3, sta¢i v programu
vypoctu zménit algoritmus metody:

model - - - — = — — — — — — — - -

XIr=X
f=-km/(x"2+y~2)"1.5
ax=f*x; ay=fx*y

x=x+vx*h+ax*h~2/2; y=y+vy*h+ay*h~2/2

vx=vx+th*ax; vy=vyth*ay
t=t+h

Metoda ARVU

. i , . 1w ..
a dostaneme nasledujici vysledek, se kterym vSak nebudeme prili§ spokojeni:

DruZice Zemé — metoda ARVU. h=60 s t 3 u

<107 [T = 13733.2 s 1z480 —gazasee 4307093

: 12548 8525498 4688469

1 1z688 8208668 4902925

0.5 12660 —7878310 5189694

A 1z7z@ —7534436 5467969

[ 12780 —7177076 5736916

[ 1z84@ — 41

of 12900 —-6422336 6243257

N 12960 -6025348 6478827

[ 13020 -5615638 6701399

T [ 13980 -5193617 6910010

[ 13140 —4759752 7183691

u-0.5} 13200 —-4314610 7281482

- 13260 -3858858 7442436

- 13320 -3393261 7585640

[ 13380 -2918687 7710223

_1.ok 13440 -Z4361082 7815371

-oF 13500 —-1946565 7900344

[ 13560 -1451226 7964490

[ 13620 ~951314 8007258

[ 13680 —348125 80828211

-1.s5f 13733 @ 8028283

s ) ) ! ) ) . 12300 9559383 3368539

N i S P S 1zzaa C985338s 3aeas39

NN 10 1z4z0 —9118899 3999526

Metoda ARVU se hodi pro modelovani pohybt hmotného bodu s konstant-
nim zrychlenim — napf. volného padu a vrhi ve vakuu. Ve vétsiné€ ostatnich
pripadu nevede, i ptes urcité zlepseni oproti metodé ARV, k uspokojivym vy-
sledkiim, pokud nezvolime neiinosné maly ¢asovy krok. Budeme vsak z ni vy-
chazet pfi popisu mnohem Gspésnéjsich metod Rungovych—Kuttovich.
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4.3 Metody Rungovy—Kuttovy

Zrychleni hmotného bodu se béhem ¢asového kroku méni. Proto nejprve upra-
venou metodou ARV pfiblizné uréime polohu a rychlost hmotného bodu v né-
kolika okamzicich

t, ts, ...,
z intervalu (t;,t;41) a vypocitdme p¥islusné zrychleni

ki, ko, ..., ks .
Pri kazdém z téchto ,,pokust“, kromé prvniho, vyuzijeme zkuSenosti z ,,po-
kusu“ predchéazejiciho. Vhodnou kombinaci zjisténych zrychleni pak pouzijeme
ve vyslednych rekurentnich vztazich, které jsou podobné jako v upravené me-
todé ARV.

Rungova—Kuttova metoda 2. radu

Optimalni volba je 7 = t;, t3 = t; + 2h/3. Cyklus vypoctu popisuji vztahy:
ki =a;,
ko = a(t; +2h/3, v; + ki2h/3, r; + v;2h/3 + k12h?/9) ,
ri 1 =1r+vh+ (kl + k2)h2/4 ,
Viy1 = V; + (kl + 3k2)h/4 ,
tiv1=t;+h.

(Hodnoty kombina¢nich koeficientii jsou odvozeny v pfiloze C.)

Rungova—Kuttova metoda 3. fadu
Optimalni volba je: t] = t;, ¢35 = t; + h/2, t§ = t; + 3h/4. Cyklus vypoctu
popisuji vztahy:
ki =a;,
ko =a(t; +h/2, v; + kih/2, r; +v;h/2 + kih?/8) ,
ks =a(t; +3h/4, vi + ke3h/4, r; + v;3h/4 + k29h2/32) ,
riv1 = r; +vih + (ki + 2k2)h?/6 |
Vir1 = V; + (2ky + 3ka + 4k3)h/9 ,
tig1 =1t + h.

Rungova—Kuttova metoda 4. radu

je nejpouzivanéjsi z Rungovych—Kuttovych metod. Cyklus vypoc¢tu popisuji
vztahy:

ki=a;,

ko =a(t; +h/2,v; + kih/2, r; + v;h/2 + ki h?/8) ,
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ks =a(t; +h/2,v; + kah/2, r; + v;h/2 + kah?/8) |
ky=a(t; + h, vi + ksh, r; + v;h + ksh?/2) ,

riy1 =1+ vih + (ki + ko + k3)R? /6

Vigl1 = V; + (kl + 2ks + 2ks + k4)h/6 ,
tiv1=t;+h.

Vratme se opét k piikladu 3. Chceme-li jej vyfesit Rungovou-Kuttovou
metodou druhého fadu, pouzijeme algoritmus

—————————————— model - - - --------- - -
XIr=X; yr=y; VXI=VX; VyIr=vy

f=-km/ (x"2+y~2)"1.5
ax=f*x; ay=fx*y

kx=ax; ky=ay
X=xr+vxr*h*2/3+ax*h"~2%2/9; vx=vxr+axxh*x2/3;

f=—km/ (x"2+y°2)"1.5

I
I
!
!
!
y=yr+vyr*h*2/3+ay*h~2%2/9; vy=vyr+ay*h*2/3; ! Metoda RK2
I
ax=f*x; ay=fx*y !

!

!

I

x=xr+vxrxh+(kx+ax)*h~2/4; vx=vxr+(kx+3*ax)*h/4;
y=yr+vyr*h+(ky+ay)*h~2/4;  vy=vyr+(ky+3*ay)*h/4;
t=t+h

a dostaneme vysledek, ktery uspokoji i naro¢né resitele. Chyba v urceni doby
obéhu je mensi nez 1 s:

DruZice Zemé — metoda RKZ., h—68 s t 3 u
-107 [T = 16540.8 s 9360 —8203512 1879641
[ 9420 —7962812 2265332

9480 —7701898 ZB45263

0.5 9540 —74Z0445 3018129
B 9660 —7118204 3382528
I 9660 —679582Z 3736964
I 97zZe —6450859 4079848
I 9780 —6@85809 44095@7
o dﬂ////// 9840

- —5700117 4724195
- 9988 —5Z94Z2084 S8ZZ186
T 9968 —4868679 5381396
18628 —4424364 S560Z06
u 10680 = o7
-0.5 16140 —3483769 6009062
I 1@zZe0 —Z2990278 6195607
- 10260 —2483574 6354752
18328 —19656Z1 6485088
- 18388 —1438582 6585420
-1.0p 18440 —984787 6654798
B 18500 —366695 6692552
18541 2 6699959
B 91zZa —897Z687 38zZ887
-1.5F L , | i , 9186 —8808483 699639
— '_1 S —ID '5 S o S IIJ 5' Al vl 9240 —8625887 1895724
- - -10 9300 —8424390 1489400

Modely vytvofené Rungovymi-Kuttovymi metodami 3. a 4. fadu by byly jesté
presnéjsi.
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Z predchézejici ukazky je ziejmé, ze Rungovy—Kuttovy metody (hlavné RK3
a RK4) jsou mnohem piesnéjsi nez predchazejici (véetné metody Feynmanovy).
strojovy c¢as pocitace. Dame jim prednost zejména tehdy, kdyz pro ziskani
nézorného grafického modelu vysta¢ime s mens$im poc¢tem bodt a chceme i pii
vét§im casovém kroku dosdhnout dobré numerické presnosti. Takova situace
nastava pri modelovani pohybu kosmickych téles. Naproti tomu pfi modelovani
kmitavych déji, kde pro ziskani hledanych priubéht potfebujeme velky pocet
grafickych bodt, volime ¢asovy krok mensi nez jedna dvacetina periody a pak
dosdhneme uspokojivé presnosti i pfi pouziti elementarnich metod ARV nebo
RAV.

Programy pro feseni diferencidlnich rovnic Rungovymi—Kuttovymi meto-
dami byvaji soucasti knihoven matematickych programt. Takova knihovna se
nachazi i v systému Famulus.

5 Modelovani pohybu izolované soustavy
hmotnych bodu

Pohyb izolované soustavy N hmotnych bodt v inercidlni vztazné soustavé je
urcéen soustavou 3N diferencidlnich pohybovych rovnic

:Fia:a

pocatecnimi polohami a rychlostmi vSech bodii.

Postup pii numerickém feseni soustavy pohybovych rovnic pomoci pocitace
je stejny jako pii feSeni jedné pohybové rovnice. Ulohu miizeme chapat jako
hledani jednoho polohového vektoru s 3N soufadnicemi

x1, Y1, 21, T2, Y2, 22, ---, TN, YN, ZN
a jediného vektoru rychlosti s 3N soufadnicemi

Vz1l, Uyl, Vzl, Uz2, Uy2, V22, ..., UzN, UyN, UzN,
pricemz vektor zrychleni ma soufadnice

A1, Ayl, Az1, Ag2, Gy2, Az2, .., QzN, AyN, AzN

urcené pohybovymi rovnicemi.
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6 Automaticka uprava casového kroku

Pocinaje Feynmanovou metodou jsou vSechny popsané metody naprosto presné
pouze pfi modelovani pohybi s konstantnim zrychlenim. Pokud se zrychleni bé-
hem ¢asového kroku h podstatné zméni, mtze chyba vypoctu prekrocit inosnou
mez. S podobnou situaci se setkdme napfiklad pfi modelovani pohybu hmot-
ného bodu v radidlnim gravitacnim poli, jestlize se hmotny bod, ptivodné dosti
vzdaleny, dostane prili§ blizko k centralnimu télesu.

Aby v takovém piipadé nedochézelo k poklesu presnosti vypoctu, je tieba
casovy krok podle potieby rozdélit na vétsi pocet mensich ¢asovych intervali.
Vhodnym kritériem je pomeér velikosti zmény zrychleni béhem ¢asového inter-
valu (nebo jeho ¢asti) k velikosti zrychleni na zac¢atku intervalu.

Napriklad pii pouziti Rungovy—Kuttovy metody 2. fadu miZeme postupo-
vat zpusobem, ktery je znidzornén vyvojovym diagramem na nésledujici strance.
Velikost zrychleni na po¢atku ¢asového kroku |a;| porovname s pfedpokladanou
velikosti zmény zrychleni |Aa| za dobu 2h/3. Pokud je |a@;| < 10|Aa|, rozdéli se
casovy krok na dvé poloviny. Takovéto posouzeni ¢asového kroku se miize podle
potfeby opakovat i nékolikrat po sobé a ¢asovy krok se postupné zmensuje na
h/2,h/4, h/8, atd., az je vysledek testu pozitivni. Pak dokon¢ime vypocet nové
polohy a casu.

Dojde-li ke zkraceni ¢asového kroku, vypoctena poloha se nevypisuje a po-
kracuje se vypoc¢tem pohybu hmotného bodu ve zbylé ¢asti ptivodniho ¢asového
kroku. Pfitom se opét provadi test zmény zrychleni a nové zkracovani ¢asového
kroku podle potieby. Tento postup opakujeme, dokud celkovy prirastek casu
nedosahne puvodniho ¢asového kroku. Pak teprve vypiSeme ¢as a polohu hmot-
ného bodu.

P1i vypoctu dalsi polohy opét vychazime z ptivodniho ¢asového kroku.

Jako ptiklad modelovani pohybt izolované soustavy hmotnych bod Rungo-
vou-Kuttovou metodou 2. fadu s automatickou tpravou ¢asového kroku mohou
poslouzit nasledujici 2 modely, vytvorené programem, jehoz vypis je v priloze B.
Modelujeme pohyb malého télesa v gravitacnim poli otacejici se dvojhvézdy.
volby pocatecnich podminek malého télesa muze byt jeho pohyb velmi pravi-
delny, jak vidime na prvni ukazce, nebo naopoak zcela chaoticky jako na druhé
ukazce.
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parametru pohybové rovnice
pocatecnich podminek ry, vy
a Casového kroku g
|
t= 0; t1 = 0

- /V}"S'ﬂup ti, b, (Vz)/

t1=ti1+g
]

h=t;—1t

[
vypodet ki a=a(tv,r)

I
vypocet ko a=a(tv,r)

h=h/2
Jr

vypocet r(t+ h), v(t+h)
[

t=t+h
]

Vyvojovy diagram vypoctu Rungovou—Kuttovou metodou 2. rddu
s automatickou upravou c¢asového kroku
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Rovinnd soustava tFfi téles — metoda RKZ
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Modely pohybu rovinné soustavy tri téles. Hornt ukdzka byla vytvorena
programem, jehoZ vypis je v priloze B. Dolni ukdzka byla vytvorena stejnym
programem po zméné pocdtecni hodnoty souradnice vy3 na vy3=92000.

28



7 Dvé ulohy o kyvadlech

Priklad 4

Kyvadlo, které pfi velmi malé amplitudé tthlové vychylky kyva s dobou kyvu
1 sekunda, se nazyva sekundové. Zvétsime-li rozkmit kyvadla, doba kyvu se
zméni. Urcete zavislost doby kyvu sekundového kyvadla na amplitudé thlové
vychylky.

Reseni

Otacivy pohyb kyvadla okolo vodorovné osy je 6
urc¢en pohybovou rovnici

2
M = —mgdsinp = Je = J% ,
kde J je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem
k ose otaceni, m jeho hmotnost, d vzdalenost té-
zisté od osy otaceni a g tihové zrychleni. Je-li am-
plituda ¢y, thlové vychylky mald, plati singp = ¢
a pohybova rovnice kyvadla se zjednodusi na tvar

d2
M:fmgdgon&::Jd—tf,

ktery je analogicky jako u pohybové rovnice pruzinového oscilatoru v prikladu 2.
V této analogii kinematickym veli¢inam ¢, w, & otac¢ivého pohybu kyvadla
odpovidaji kinematické veli¢iny y, v, a posuvného pohybu zavazi, momentu
setrvacnosti J kyvadla odpovidad hmotnost zavazi a direkénimu momentu

D = mgd kyvadla odpovida tuhost pruziny k. Kmity kyvadla, které vychylime
z rovnovazné polohy o maly thel ¢, < 5° a v ¢ase t = 0 uvolnime, jsou
popsany vztahem

d
go—cpmcosﬂt—cpmcos< —mj -t),

Doba kyvu 7y je polovinou periody Tp:

Ty J
T0 = B =T mg d .

Dobu kyvu 7 pfi velké amplitudé thlové vychylky ur¢ime z modelu kmita-
vého pohybu jako dvojnasobek doby, za kterou se kyvadlo po uvolnéni v krajni
poloze dostane do rovnovazné polohy. Pouzijeme metodu AVR aplikovanou na
veli¢iny €, w, ¢. Pohybovou rovnici kyvadla upravime na tvar
2

mgd . .
sinp = —— sing.
70

J
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V nasledujicim programu provadime modelovani opakované, pficemz pokazdé
zvétsime pocatecni thlovou vychylku ¢y,. Zjisténé doby kmitu jsou zachyceny
v tabulce a grafu:

Zavislost doby kyvu sekundového kyvadla na amplitudé th. vjychylky
—————— proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -
TO=1; K=pi~2/T0"2

h=0.001; dfm=5

fm=0; T=1
DISP
—————————————— model - - - - - - - - - - - - - -
fm=fm+dfm; f=fm*pi/180; t=0; w=0
REPEAT !
e=-Kx*sin(f) ! e .. uhlové zrychleni
w=w+exh ! Metoda AVR w .. thlova rychlost
f=f+w*h ! f .. thlova vjchylka
t=t+h !
UNTIL £<O

t=t+f/w; T=2%t ! Ur¢eni doby kyvu pro danou amplitudu fm
IF fm>=179 THEN STOP END

2.0 L) T
a 1.00000
5 1.00052
1@ 1.00309
15 1.88478
zZa 1.88933
Z5 1.81297
38 1.81959
35 1.82517
2.5k 40 1.83366
45 1.04103
58 1.85122
55 1.86017
68 1.87582
65 1.88608
e 1.102Z86
75 1.11804
80 1.13951
85 1.15911
2.0 L 1.18066
as 1.Z20796
T 1ea 1.23Z77
185 1.26279
110 1.29766
115 1.33295
12@ 1.37212
1Z5 1.41849
138 1.47118
135 1.52905
1.5 14@ 1.59455
145 1.67352
150 1.76286@
155 1.87356
168 Z.88949
165 Z.18756
i7a Z.44164
175 Z.87934

1.0
1 _L P N
[1]) 50 100 150
fm ——>
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Priklad 5

Modelujte pohyb kyvadla tvoreného gumovym vlaknem a malou kulickou. Ku-
licku povazujte za hmotny bod o hmotnosti m. Moment setrvac¢nosti kulicky a
jeji rotaci zanedbejte. K poloméru R kulicky prihlizejte jen pfi vypoc¢tu odporu
vzduchu. Gumové vldkno povazujte za dokonale pruzné s linedrni zavislosti
délky na tahové sile. Délka nezatizeného vlakna je [, tuhost vlakna je k.

Reseni

Pocatek vztazné soustavy zvolime v misté upevnéni gumového vlakna. Béhem
celého pohybu pusobi na kulicku tihovéa sila a odpor vzduchu. Vldkno pusobi
na kulicku pouze tehdy, kdyz jeji vzdalenost r od mista upevnéni je vétsi nez
délka [ nezatizeného vldkna. Upravend pohybova rovnice ma tedy dvé podoby:

SCov
o — =, v pro [ <r
g_SQC'nsv_%.l;rr pro I>r

Proto se v programu, kde postupujeme metodou AVR, objevuje pfi vypocétu
zrychleni podminény piikaz:

Kyvadlo s gumovym vlaknem
—————— proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -
m=0.05; R=.02
1=0.5; k=5
g=9.81; C=0.48; ro=1.29
K=k/m; L=C*pi*R"2*ro/2/m
h=.001
——————————— pocatecni hodnoty - - - - - - - - - - -
x=-.5; y=-.4; vx=0; vy=0

nula=0
—————————————— model - - - - --- - - - - - - -
r=sqrt (x"2+y~2); v=sqrt(vx"2+vy~2)
IF r>1 THEN
ax=-K*(r-1) /rxx-Lkv*vx; ay=-g-K*(r-1)/r*y-L*v*vy
ELSE
ax=-L*v*vx; ay=-g-L*v*vy
END

vx=vx+axxh; vy=vy+ay*h
x=x+vx*h; y=y+vy*h

Pohyb kulicky probiha obvykle chaoticky a velmi zalezi na volbé poc¢atecnich
podminek. Pokud ale poc¢itame s odporem vzduchu, vzdy se kulicka nakonec za-
stavi v rovnovazné poloze pod bodem upevnéni. Pti sestaveni pohybové rovnice
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jsme se ovSem dopustili zna¢ného zjednoduseni. Proto model mtze dostateéné
presné vystihnout jen nékolik prvnich kyvi realného kyvadla.

-0.5 [1] 0.5
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Priloha A. Vypis programu v Pascalu

K modelu na str. 8.

program padgraf;
uses graph;
const g=9.8; L=0.0245; h=0.1;
var gd,gm,i:integer;
y,a,v,t,oy,ov,ot:real;
s,o0s:string;
begin gd:=vga;
gm:=vgahi;
initgraph(gd,gm,’c:\tp7\bgi’); { nastavit cestu }
setcolor(15);
line (25,0,25,460); line (25,460,400,460);
settextjustify(1,1); setfillstyle(1,0);
for i:=1 to 7 do begin line (25+i*50,459,25+i*50,461) ;
str(i,s); outtextxy(25+i*50,468,s);
end;
for i:=1 to 10 do begin line (24,460-i%*44,26,460-i%44);
str(ix10,s); outtextxy(12,460-i%44,s);
str(ix2,s); outtextxy(36,460-i*44,s) ;
end;
outtextxy(15,4,’y’);
outtextxy(34,4,’v’);
outtextxy(395,468,°t’);
outtextxy(460,10,°t/s’);
setcolor(14); outtextxy(530,10,’y/m’);
setcolor(10); outtextxy(610,10,’v/(m/s)’);
y:=100; v:=0; t:=0; i:=0;
Oy:=y; Oov:=v; ot:=t;
repeat setcolor(14);
line (25+round(ot*50),460-round(oy*44/10),
25+round (t*50) ,460-round (y*44/10)) ;
setcolor(10);
line (25+round(ot*50),460-round(ov*220/10),
25+round (t*50) ,460-round (v*220/10) ) ;
str(t:9:3,s);
str(y:9:3,0s); s:=s+os;
str(v:9:3,08); s:=s+o0s;
setcolor(15); outtextxy (520,25+ix10,s);
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inc (i);
if i=45 then begin i:=0;
readln;
bar (410,20,639,475);

end;

oy:=y; ov:=v; ot:=t;
a:=g-Lxsqr(v);
y:=y-v*h;
v:=v+ax*h;
t:=t+h;

until y<O0;

ti=t+y/v;

V:i=vt+axy/v;

y:=0;

setcolor(14);

line (25+round(ot#*50),460-round(oy*44/10),
25+round (t*50) ,460-round (y*44/10)) ;
setcolor(10);
line (25+round(ot*50),460-round(ov*220/10),
25+round (t*50) ,460-round (v*220/10) ) ;
str(t:9:3,s);
str(y:9:3,0s); s:=s+os;
str(v:9:3,0s8); s:=s+0s;
setcolor(15); outtextxy (520,25+ix10,s);
readln;
closegraph;
end.
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Priloha B. Vypis programu ve Famulu

Vysledny model je na str. 28 nahofe. Dolni model na téze strance dostaneme
volbou pocatecni rychlosti vy3=92000.

Rovinny pohyb t#i hmotnjch bodd (ukdzka uziti Rungovy-Kuttovy metody

2. Fadu s automatickou upravou &asového kroku)

-------- proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - - -
i=1T06®6

x[i],xx[i],v[i],k1[i],k2[i]

K=6.67e-11 ! gravitacni konstanta

m1=2e30*K ! hmotnosti vynasobené gravitacni konstantou
m2=1e30*K

m3=1*xK

g=1led4 ! cCasovy krok
FUNCTION f£(x1,h,vx1,kl)=x1+vxlxh+kixh~2/2

FUNCTION z(m2,m3,x1,x2,x3,y1,y2,y3)
z=m2* (x2-x1) / ((x2-x1) "2+ (y2-y1)"2)"1.5+
m3* (x3-x1) / ((x3-x1) "2+ (y3-y1)"2)~1.5
END

PROCEDURE ZRYCHLENI (x1,y1,%x2,y2,%3,y3)

BEGIN
k2[1]=z(m2,m3,x1,x2,x3,y1,y2,y3) ;k2[2]=z(m2,m3,y1,y2,y3,x1,x2,x3)
k2[3]=z(m3,m1,x2,x3,x1,y2,y3,y1) ;k2[4]=z(m3,m1,y2,y3,y1,x2,x3,x1)
k2[5]=z(m1,m2,x3,x1,x2,y3,y1,y2) ;k2[6]=2z (m1,m2,y3,y1,y2,x3,x1,x2)

END

————————————— pocatecni hodnoty - - - - - - - - - - - - -
x1=-5e€10;y1=0;vx1=0;vy1=-11000

x2=1e11;y2=0;vx2=0;vy2=22000

x3=1.2e11;y3=0;vx3=0;vy3=80000

x[1]=x1;x[2]=y1;x[3]=x2;x[4]=y2;x[5]=x3;x[6]=y3 ! zobecnéné soufadnice
v[1]l=vx1;v[2]=vyl;v[3]=vx2;v[4]=vy2;v[5]=vx3;v[6]=vy3

t=0
t1=0
---------------- model R
LOOP

IF t=t1 THEN DISP;til=tl+g END

h=t1-t

FOR i=1 TO 6 DO

xx[i]=x[i] ! zaznamendni polohy
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END
ZRYCHLENI (x[1],x[2],x[3],x[4],x[5],x[6]1)
FOR i=1 TO 6 DO
k1[i]=k2[i]
END
LOOP
h1=2%h/3
FOR i=1 TO 6 DO
x[i]=Ff (xx[i],h1,v[i],k1[i]) ! pokusné posunuti
END
ZRYCHLENI (x[1],x[2],x[3],x[4],x[5],x[6])
! kontrola vhodnosti cCasového kroku
A=k1[1]"2+k1[2]"2;B=k1[3] "2+k1[4]~2;C=k1[5]"2+k1[6]"2
IF (C=0 OR C>100*((k2[5]-k1[5]) 2+(k2[6]-k1[6])"~2))AND
(B=0 OR B>100*((k2[3]-k1[3])"2+(k2[4]-k1[4])"2))AND
(A=0 OR A>100*((k2[1]-k1[1]) 2+(k2[2]-k1[2])"2)) THEN EXIT END
h=h/2 ! zkraceni &asového kroku
END
FOR i=1 TO 6 DO
x[1]=xx[i]+v[i]*h+(k1[i]+k2[i])*h~2/4; ! vjsledné posunuti
v[il=v[i]+(k1[i]+3*k2[i])*h/4
END
x1=x[1];y1=x[2];x2=x[3];y2=x[4] ;x3=x[5] ; y3=x[6]
t=t+h
IF 1=2 THEN EXIT END
END
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Piiloha C. Odvozeni kombinac¢nich koeficienfi pro Run-
govu—Kuttovu metodu 2. fadu

Piedpokadejme, ze v intervalu (¢;,¢;+1) je pohyb hmotného bodu dostateéné
presné popsan rovnici tfetiho stupné

r=A+Br+Cr*+ D73, (1)

kde A, B, C, D jsou vektorové konstanty a 7 = t — ¢; je ¢as méfeny od za-
¢atku intervalu. Derivovanim vztahu (1) dostaneme vztahy vyjadiujici zavislost
okamzité rychlosti a okamzitého zrychleni na cCase:

v=B+2Cr+3D7?, a=2C+6Dt (2)
a po dosazeni 7 = 0 zjistime, ze plati

l‘i:A7 Vi:B, ai:2C. (3)

Pii volbé £} = t;, t§ = 1; + 2h méme

klza(tl):2C, k2:a(t2)22C+6D-§h:2C+4Dh. (4)

Hledame kombinaéni koeficienty «, 3, v, § tak, aby v ¢ase t;11 = t;+h platilo:

h2

riqy1=0n0 —+ Vih + (Ozkl -+ ﬁkg)? s Vi1 = V; -+ (’ykl -+ (Skz)h . (5)

Spojenim predchézejicich vztahtt dostaneme:

2
A+ Bh+ Ch2+Dh3:A+Bh+[2ac+ﬁ(2c+4Dh)]h

5
B +2Ch+3Dh*> = B +[2yC + §(2C + 4Dh)] h.
Z rovnosti ¢lent téhoz stupné plyne:
a+p=1, a:%, ﬁ:%; y+d=1, 5:%, 'y:%.
Dosazenim do (5) obdrzime hledané vztahy:
rip1=ri+ vih + (kg + kz)hz2 , Vigr = Vi + (ki + 3k2)% :
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