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Predmluva

Predlozeny studijni text se zabyva mechanikou pevného deformovatelného té-
lesa — oborem, ktery studuje mechanicka napéti a deformace vyvolané ptisobe-
nim vnéjsich sil. Jde tedy o otazky souvisejici s pruznosti a pevnosti redlného
télesa a proto se tento obor v aplikované technické formé nazyvéa pruznost a
pevnost, i kdyz ani toto oznaceni plné nevystihuje obsah tohoto technického
predmétu. Zabyva se jevy, které vysvétluji pevnost napt. ptaciho kiidla, kyméa-
cejiciho se stébla travy ve vétru anebo rotujici neutronové hvézdy. Konstruk-
térovi poskytuje metody potfebné pro navrh riznych staveb a stroji. Jejich
nedostatecné respektovani vede ke katastrofam, se kterymi se stéle setkavame
(zFicené budovy, mosty, havarovan letadla atd.).

Otéazkami pruznosti a pevnosti se zabyvaly nejvyznamnéjsi osobnosti fyziky,
jakymi byli G. Galilei, Jacob Bernoulli, E. Mariotte, R. Hooke, L. Euler, Ch.
A. Coulomb, A. L. Cauchy, G.G. Stokes, G. Green, J. C. Mazwell aj. Soubézné
s rozvojem tohoto oboru se rozvijely i vyznamné matematické obory, jako teorie
diferencidlnich rovnic a tenzorovy pocet.

I pfes uvedeny vyznam je tento obor mechaniky jen okrajovou soucasti sou-
casné stiedoskolské fyziky. Nicméné ve vysokoskolské fyzice ma pevné misto
v teoretické mechanice jako mechanika pruzného kontinua. Zde jde o né-
ro¢nou partii vyzadujici dobrou znalost vyssi matematiky, zejména tenzorového
poctu. Pro budouci techniky na stfednich a vysokych skolach je pruznost a
pevnost obavanym profilujicim pfedmétem. InZenyr dokéze metodou konec-
ngch prokd (numerickd diferenéni metoda FeSeni diferencidlnich rovnic, které
popisuji napéti a deformace) provést pevnostni vypocet télesa (soucastky, kon-
strukce) libovolného tvaru.

Predlozena publikace muze poskytnout jen stru¢ny fyzikalni ivod do mecha-
niky deformovatelnych téles. Omezuje se jen na pruzné deformace téles jedno-
duchého tvaru. Popisuje zakladni deformace: tah, tlak, smyk, torzi a ohyb.
Pri fyzikalnim popisu vystacime se zaklady diferencidlniho a integralniho po-
¢tu. Strucny fyzikalni vyklad je ilustrovan 10 feSenymi priklady a Ctenari je
predlozeno 26 tloh s feSenim uvedenym v zavéru publikace.

Pri reseni prikladt a tloh se ¢tenaf setkd s matematikou, kterd se bézné
na stiedni $kole neprobird. Vhodné doplnéni matematiky pro fyziku lze najit
v souboru publikaci Kapitoly z matematiky pro fesitele fyzikalni olympiddy [13].



1 ZAKLADNI POZNATKY O PRUZNOSTI
TELES

1.1 Pevné pruzné téleso

V mechanice se setkdvame s idealizovanymi modely pevnych téles. Jde-li nam
o pohyb télesa jako celku, pouzivime model tuhého télesa. Sily a momenty
sil ptsobici na téleso vyvolavaji u realného télesa stav napjatosti provazeny
jeho deformaci. V naSem textu se soustfedime na zjednoduseny model pev-
ného télesa, u néhoz vznikaji jen pruzné deformace, tj. po vymizeni vnéjsich
sil vymizi i deformace a téleso nabyva ptuvodniho tvaru. U realného tvarného
télesa prejdou pii piekroceni uréitého napéti pruzné deformace na plastické —
zaklad zmény tvaru télesa kovanim a lisovanim. U k¥ehkého télesa tento stav
nenastava — dochazi primo k lomu.

Deformace redlnych pruznych téles ptisobenim sil je podminéna jejich mi-
krostrukturou. Jejim zakladem jsou zpravidla ionty, které jsou u krystalickych
latek rozloZeny v krystalovych miizkach. Latka ve formé monokrystalu je ani-
zotropni, tj. jeji vlastnosti zavisi na sméru sil vzhledem ke stavbé krystalu.
Vétsina technicky vyznamnych latek se vyskytuje jako polykrystaly. Skla-
daji se z velkého poctu krystalkli (zrn), jejichz vzajemnd poloha je nahodild a
proto vysledné fyzikalni vliastnosti téchto latek jiz nejsou zavislé na smeéru; tyto
latky jsou izotropni. Izotropii se vyznac¢uje i druhé skupina pevnych latek —
amorfni latky, které nemaji krystalovou strukturu, protoZe jsou tvoieny ¢as-
ticemi s kratkym dosahem. Patfi mezi né napt. plasty, sklo, vosk, pryskyfice,
asfalt a polymery (napf. kaucuk, bavlna, termoplasty aj.). V nasem textu se
budeme zabyvat deformacemi pevnych téles vytvorenych z izotropnich latek.

Mikrostruktura pevnych latek vyrazné ovliviiuje jejich mechanické vlast-
nosti — jejich pruznost a pevnost. Pro zkouméni makroskopickych deformac¢nich
déj vsak neni nutné prihlizet k mikrostruktufe latky, nybrz pevné téleso lze
vySetfovat jako pruzné spojité prostiedi — pruzné kontinuum. Tento model
umoznuje vyuzit matematickou teorii spojitych funkci jedné nebo vice promeén-
nych, pfi¢emZ rozpor s nespojitou fyzikalni realitou, projevujici se ve velmi
malych objemech, prekleneme tak, ze jednotlivim bodém kontinua pripiSeme
veli¢iny, které jsou strednimi hodnotami z dostatec¢né velkého okoli bodu kon-
tinua. Uplatiiuje se zde fenomenologicka (,,jevova®) metoda, pficemz fyzikalni
vlastnosti latky, podminéné jejich mikrostrukturou, jsou popsany obecné spo-
jitymi funkcemi mista v télese. Nékteré z nich lze povazovat za konstanty;
nazyvaji se materialové konstanty.

U izotropnich latek jsou tyto konstanty dvé a nazyvaji se moduly pruz-
nosti: £ — Youngtv modul pruznosti a G — modul pruznosti ve smyku. U ani-



zotropnich latek se nazyvaji elastické koeficienty a jejich pocet zavisi na

1.2 Napéti a deformace

Nechf na pruzné téleso ptusobi soustava vnéjsich sil Fy...F;...F, (obr. 1),
pricemz jejich vyslednice je nulova: Z?zl F;, = 0, tj. téleso je ve statické rov-
novaze. Mezi vnéjsi sily patii:

1. objemové sily rozlozené v celém télese, tedy piedevSim tihovéa sila a se-
trvacné sily — vznikaji v neinercidlni soustavé spojené s télesem, napi. sila
odstrediva,

2. plosné sily, ptusobici na povrch télesa — predevs§im tlakové sily vyvolané
tlakem kapalin a plynt,

3. vazbové sily (reakce) — sily a pfipadné momenty sil, kterymi piisobi na
pruzné téleso okolni télesa v mistech vazeb (napf. loziska, podpéry, vetknuti).
Ur¢uji se z podminek statické rovnovahy télesa (viz napf. [10]).

F3

Fy,

Obr. 1 Soustava vnéjsich sil a vnitinich sil

Pusobeni vnéjsich sil uvnitt télesa zprostiedkovavaji vnit¥ni sily. Jsou to
sily, které ptisobi jako reakce proti tendenci vnéjsich sil porusit prvek pruzného
télesa, ménit jeho tvar, oddélit jednu jeho ¢ast od druhé. Urcuji se metodou



my$leného Fezu. ') Télesem vedeme v misté, kde mame sily urcit, mysleny fez
rovinou ¢ (obr. 1), kterym téleso rozdélime na dvé ¢asti 1, 2. Oznacime-li Fo;
vyslednici vnitinich sil spojité rozlozenych po plose fezu, kterymi ptisobi ¢ast
2 na ¢ast 1 a analogicky Fio, kterymi ptisobi ¢ast 1 na ¢ast 2, musi z hlediska
rovnovahy byt Fis + F2; = 0. Vnitini sily uré¢ujeme metodou mysleného fezu
tak, ze uréime rovnovahu jeji ur¢ité ¢asti (1 nebo 2).

V mechanice tuhého télesa jsme pracovali se silou jako vektorem, ktery je
vazan na primku — nositelku sily — po niz ji bylo mozno libovolné posunout.
V mechanice pruznjch téles to neplati, protoze posunutim sily po pfimce (zmé-
nou jejiho pusobisté) by doslo ke zméné rozloZeni vnitinich sil a tim ke zméné
napjatosti télesa.

RozlozZeni vnitinich sil na plose mysleného Tezu télesa charakterizujeme ve-
li¢éinou (mechanické) napé&ti. Necht na elementérni plose AS v okoli bodu A
plochy Fezu (obr. 2) plisobi vnitini sila AF. Pak celkové napéti v tomto bodé
je

. AF dF
o. = Alégo A5~ 4S5 (1)
Jednotkou napéti v soustavé SIje N-m~2 = m~!-kg-s~2? = Pa (pascal). Protoze
napéti 1 Pa je velmi malé, pouzivé se jednotka MPa = 106 Pa = N - mm—2.

Fy, Obr. 2 K pojmu napéti

1) Genialni metodu mys$leného fezu, hojné pouzivanou v mechanice pruzného télesa, za-
vedl Leonard Euler (1707-1783). Rezem se vnitini sila stava silou vnéjsi a mtzeme ji urcit
z podminky rovnovahy oddélené cCasti.



Vektor napéti a. ma dvé vyznamné slozky. Slozka napéti ve sméru normély
n k roviné myS§leného fezu se nazyva normalové napéti o, v technické praxi se
znaci o. Je-li smér tohoto napéti souhlasny se smérem vnéjsi normaly, hovorime
o tahovém napéti (tento pfipad je zndzornén na obr. 2). Je-li smér napéti o
opacny nez vnéjsi normaéla, hovofime o tlakovém napéti. Druhéd vyznamna
slozkou vektoru napéti o lezi v teéné roviné mysleného fezu (tedy pfimo v ro-
viné fezu, ktery je rovinny). Nazyva se teéné napéti 7 a v technické praxi se
znaci 7. Protoze toto napéti vyvolava smykovou deformaci, nazyva se rovnéz
smykové napéti.

Rozklad vektoru napéti e, v ur¢itém bodé rovinného fezu zatizeného télesa
do slozek muzeme vyjadrit témito skalarnimi vyrazy:

= lim Afy _dby —— COS QL = 0 COS (2)
7T as%0AS T dS T ds (e T e

_ AF, dF, dF . | 3)
7= lm —= =5 = ggsina=oesina,

kde AF,, AF, jsou velikosti primétu sily AF do n a t. Uhel o v téchto vyrazech
je odchylka sily AF od sméru vnéjsi normadly n a lezi v intervalu (0, rt). Z vyrazu
(2) tedy vyplyva o > 0 pro tahové napéti, kdy o € (0,7/2) a 0 < 0 pro
tlakové napéti, kdy « € (n/2,7n). Te¢né (smykové) napéti je 7 > 0, nebot
vznikd pro a € (0,7).

Celkové napéti (1) je zavislé na dvou vektorovych veli¢inadch — na vektoru
AF vnitinich sil v misté elementu plochy AS a na sméru vnéjsi normély plochy
mysleného fezu v misté, v némz element AS lezi. Napéti o je tedy veli¢ina,
ktera je charakterizovana dvéma smeéry, coz se v jeho slozkach obecné vyjadiuje
pripojenim dvou indext. Takové veli¢iny se vyskytuji jak ve fyzice, tak v geome-
trii, nazyvaji se tenzory a zabyva se jimi matematickéd disciplina tenzorovy
podet. 2)

2) V daném piipadé jde o tenzor druhého F#adu. V trojrozmérném prostoru ma 32 =9
kartézskych slozek, které lze usporadat do matice

Ozzy, Ozy, Ozz
Oyx, Oyy, Oyz
Ozxy, Ozy, Ozz

Tti slozky v hlavni diagondle matice maji dva stejné indexy a popisuji norméalova napéti
ve sméru piislusnych os z, y, z. Sest zbyvajicich slozek popisuje teénd napéti v rovinach
yz, vz a xy. Jsou v indexech symetrické (napf. ozy = oyz) a tedy nezavislé jsou jen t¥i.
V mechanice tuhého télesa se setkdavame s podobnym tenzorem — tenzorem setrvacnosti (viz
napt. [11]). Vektory lze povazovat za tenzory prvniho fadu (v trojrozmérném prostoru maji
31 = 3 slozky) a skalary za tenzory nultého fadu (3° = 1 slozka). O vektorech a tenzorech ve
fyzice systematicky pojednava [12].



S tenzorovym vyjadfenim napéti souvisi i tenzorové vyjadreni deformace,
kterou napéti vyvolava. Tedy uplny a obecny popis napjatosti télesa vyza-
duje popis pomoci tenzorové algebry a analyzy. V nasem vykladu se tomuto
obecnému popisu vyhneme, aniz bychom omezovali spravnost feseni, nebot se
budeme zabyvat jen jednoduchymi (i kdyz fundamentalnimi) ptipady pruznosti
télesa. Budeme tedy nadale pracovat se slozkami napéti o a 7 jako se skalarnimi
veli¢inami.

Uc¢inkem vnitinich sil vznika v télese jeho deformace. Budeme uvazovat
jen pruznou deformaci, tj. takové zmény tvaru a rozméri, které vymizi,
prestanou-li ptisobit vnéjsi sily. Nyni zavedeme veli¢iny, kterymi budeme popi-
sovat deformaci. Pfedstavme si body A, B, C nedeformovaného télesa (obr. 3).
Vzdalenost bodu A, B oznacime [; usecky AB, BC spolu sviraji ithel a.. Plisobe-
nim sily F se téleso deformuje a body prejdou do poloh A’, B/, C’. Orientované
usecky AA’, BB', CC’ se nazyvaji vektory premisténi, piicem?z je lze rozlozit
na premisténi linedrni — posunuti a premisténi tthlové — pootoceni. U ohybu
nosniku (viz kap. 4) se posunuti nazyvé prahyb v urc¢itém bodé. S pooto¢enim
se setkdme u torze (viz kap. 3), které se zde oznacuje tihel zkrouceni.

Obr. 3 K pojmu deformace

Soucasné s premisténim vznika u télesa na obr. 3 pretvoreni charakterizo-
vané zménou délek tisecek a zménou thlu mezi nimi. Necht tsecka AB zméni
délku ! po premisténi do A’B’ na [+ Al. Tuto zménu charakterizujeme rela-
tivnim (pomérnym) prodlouZenim

e==>|. (4)

Je to bezrozmérna veli¢ina, kterd udava prodlouzeni tsecky jednotkové délky.
Vyjde-li € zadporné, jde o zkraceni tsecky délky [ o Al.



Vedle linearniho pretvoreni vznika tthlové pretvoreni, které se v nasem pii-
padé projevi zménou thlu « na o’. Zvolime-li bodyA, B, C tak, ze o = /2,
nazyva se prislusna zména thlu zkos

h=r2-a )

Obecné sily a momenty sil zpisobuji slozité deformace téles. Ve zvlastnich
pfipadech dochézi k zakladnim deformacim téles, jak je vyznaceno na obr. 4.
Jsou to:

1. tah (tahovd deformace) a tlak (tlakovd deformace) — projevuje se u nama-
hani lan, prutd v prihradovych konstrukcich, sloupt, retézi,

2. smyk (smykovd deformace) — projevuje se u namahani Sroubt, nytl, svard,
Cep1,

3. torze (krut) — projevuje se u namahani hiideld, pruzin, torznich vldken,

4. ohyb - projevuje se u namahani vSech druht nosniki, napt. hiidela, pre-
kladii, mostovek, balkonovych nosnika (krakorcit).

a) | b) c) d) /

F PN

| — £z A 2F
NN N\

| | Lz %

1 g
| W £

P lF F
IF pN oy ]

- 4P

Obr. 4 Zakladni druhy deformaci: a) tah, b) tlak, c) smyk, d) torze, e) ohyb



2 TAHOVA A TLAKOVA DEFORMACE

2.1 Tahova deformace tyc¢e, Hookuv zakon

Na piimou ty¢ konstantniho prirezu o plo$ném obsahu S necht piisobi v ose
stala sila F (obr. 5). Norméalové napéti v libovolném misté kolmého prifezu
nosniku uréime metodou mysleného fezu rovinou g vedenou kolmo k jeho ose
(obr. 5a). Z podminky rovnovahy oddélené éasti oS — F' = 0 plyne

Obr. 5 Tahové deformace: a) uréeni napéti metodou mysleného fezu, b) zména roz-
méru tyce pfi tahu

Ptasobenim vnéjsi sily F se ty¢ prodlouzi o Al. Vysledky experimentii, které
r. 1678 publikoval Robert Hooke, vedou k jednoduchému zévéru, ze prodlouzeni
Al je pfimo tmérné velikosti pusobici sily F, pokud jeji velikost nepiekroci
jistou mez. Prodlouzeni tyce je dale pfimo tmeérné jeji délce | a nepfimo tmeérné
plosnému obsahu S pfi¢ného fezu podle vztahu

Fl o

Al:E_S:E’ (7)

kde FE je koeficient imérnosti, ktery je pro urcity material tyce a jeho teplotu
konstanta. Veli¢inu F zavedl teprve r. 1807, tedy az 129 let po zvefejnéni Ho-
okova poznatku, Thomas Young. Na jeho pocest se nazyva Younguv modul
(anebo také modul pruznosti v tahu).

Zavedenim relativniho prodlouzeni (4) a norméalového napéti (6) mtiZzeme
vztah (7) psat v obecnéjSim tvaru

=) ®)

ktery se nazyvd Hookuv zakon pro jednoosou napjatost (tah/tlak). Z to-
hoto vztahu je zfejmy fyzikalni vyznam Youngova modulu. Je to napéti, které

10



by v tyé vzniklo pfi e = 1 (tj. Al = 1), kdyz bychom pfijali platnost zdkona
(8) bez omezeni. Ve skutecnosti u vétsiny technickych materialt vznika jiz pfi
e < 0,01 plastickd deformace. Vyjimku tvori jen pryz. V tab. I v pfiloze jsou
uvedeny hodnoty Youngova modulu pro bézné technické materialy.

Protoze F/Al = ES/Il, nazyva se veli¢ina ES/l tuhost tyée v tahu jako
sila, ktera by zpusobila prodlouzeni tyce o jednotkovou délku.

S prodlouzenim tyce se soucasné zmensuji jeji pfi¢né rozméry. Napr. sirka
tyce b se zmensi na b — Ab (obr. 5b). Relativni ztZeni p¥i¢nych rozméru
17 = Ab/b je pfimo tmérné relativnimu prodlouzeni € podle vztahu

Ab o
N= = HE= A 9)

kde konstanta imérnosti p se nazyva Poissonovo ¢islo. U béznych technickych
materidld je p € (0,25 + 0,5) — viz tab. L.

2.2 Tlakova deformace tyce

Poznatky, které jsme uvedli pro pruznou tahovou deformaci, plati do jisté miry
i pro tlakovou deformaci, pficemz o < 0 € < 0 (zéporné relativni prodlouzeni
= zkraceni), n < 0 (zaporné relativni ztzeni = rozsifeni). U tlakové deformace
vSak pristupuji i otazky stability a tak relativné $tihlé piimé tyce namahané
na tlak je nutné kontrolovat na vzpér (viz ¢l. 4.7).

2.3 Deformacni energie pri tahu

Protoze se ty¢ nachézi ve statické rovnovaze, projevi se prace vykonana vnéjSimi
silami pfi jeji deformaci pfirtistkem jeji potencidlni energie; v tomto piipadé
deformacni energie pii tahu. Vypoc¢téme tedy deformacni praci ze stavu bez
deformace (x = 0) do stavu s deformaci x = Al (obr. 6). V obecné poloze (pfi
protazeni x) mé vnéjsi sila velikost F,, = ESx/l a pfi protazeni o délku dz
vykoné elementarni praci

dW = F,dx = ETSxdx.

Celkova deformacéni prace pfi protazeni o Al je

ES anzolpa o F2L
(Al)? = SPAl= .

Al Al
ES ES [2? ES
= = Y (10)
0

11



podle vztahu (7). Z obr. 6 je zfejmé, ze prace (10) je tmérna ploSe trojihelnika
OBC'. Zavedeme-li do (10) relativni prodlouzeni € a napéti o, dostaneme pro
deformacni praci a tudiz i pro deformacni energii U vyraz

) o?
W—U—TIS—EZS. (11)

Protoze 1S = V je objem ty¢e, mizeme snadno vypocitat hustotu defor-
maéni energie p¥i tahu

Ut:%:—:_:_' (12)

Pii znalosti deformac¢ni energie U, pri obecném protaZeni o x miZeme na-
opak uréit velikost F, vnéjsi sily p¥i tomto prodlouzeni. Ze vztahu (10) pro
obecnou polohu x nahradime Al veli¢inou z a dostaneme

ES dU, ES
Up =Wy =52 = Fy= d; -

(13)

2.4 Experimentalni zkoumani materialu tahem a tlakem

Mechanické vlastnosti materidlu lze spolehlivé urcit jen experimentalné, pii-
¢emz zakladni statickou zkouskou je zkouska tahem. Ty¢ se napind v hyd-
raulickém trhacim stroji pozvolné rostouci silou, az dojde k jejimu pretrzeni.
Pritom se méri velikost sily a odpovidajici prodlouzeni. Zkouska musi probihat
za presné stanovenych podminek (danych zdvaznou normou). ZkuSebni tyce
jsou normalizovany; mivaji zpravidla kruhovy prifez (obr. 7). Pracovni délka
tyce [, vyznacend ryskami, je kratsi nez jeji valcova Cast.

12
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Obr. 7 ZkuSebni ty¢ pro statickou zkousku tahem

Graf zavislosti velikosti F' zatézujici sily na prodlouzeni Al, resp. zavislosti
napéti o na relativnim prodlouzeni ¢ se nazyvé pracovni diagram, jehoz
priklad je na obr. 8.

(o o ——o X!
P R - Obr. 8 Pracovni diagram pro houzev-
// P X natou ocel. Napéti o je definovano podi-
K A / lem zatézujici sily a plosného obsahu pu-
T 7 // vodniho (nedeformovaného) prifezu; jde
0w/ / o smluvni napéti, skutecné napéti o’ je
/ / vétsi, protoZe se plocha priifezu deformaci

/ // zmensuje.
/ / Poznamka: Pro napéti v pracovnim di-
a) / agramu se nové podle CSN pfijala tato

0 K, X, € oznaceni: ox = Re, 0pt = R

Pracovni diagram mé nékolik vyznaénych bodu:

e 0, — napéti na mezi tmérnosti (U — mez tumérnosti) vymezuje oblast
(pfiblizné) linearity, tedy oblast, v niz je splnén Hooklv zdkon o = FEe. Je
zfejmé, Ze smérnice tsecky OU (tg ) je rovna Yougovu modulu E.

e 0. — napéti na mezi Gmérnosti (£ — mez pruZnosti) vymezuje bod,
pii jehoZ prekroceni vznikaji trvalé deformace. (Norma vymezuje, Ze trvalé
prodlouzeni musi byt vétsi nez 0,005 %.)

e 0 — napéti na mezi kluzu (K — mez kluzu) je napéti , pfi némz se ¢as-
tec¢né porusi strukturalni vazba v krystalické mfizce. Vznikéd vyrazné plasticka
deformace (materidl ,tece“). Tento bod se nevyskytuje u kiehkych materidli.

e 0, — napéti na mezi pevnosti v tahu, (P — mez pevnosti), pfi jehoz
dosazeni dojde k trvalému poruseni materidlu (bod P). Materidl déle ,tece“ a
pretrzeni nastane v bodé X pfi mensim smluvnim napéti. (Skuteéné napéti je
vétsi — bod X'.) Bod X popisuje délku pfetrzené tyce.

Pri statické zkouSce na tlak se pouzije zkusebni télisko tvaru krychle nebo
nizkého vélce. Jde-li o houzevnaty material (vétsina oceli), chova se do meze
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umérnosti stejné jako pfi tahu. P pfekroceni meze kluzu nabude zkusebni
télisko tvaru soudku. U ki¥ehkych materidla (litina, beton, kdmen) je pevnost
v tlaku vyrazné vétsi, pficemz nékteré z nich (napf. éisty beton, tj. bez oce-
lové armatury) nelze viibec naméhat na tah. Na mezi pevnosti v tlaku nastava
rozdrceni zkusebniho téliska. Porovnani aplnych pracovnich diagram@ houzev-
natych a kifehkych materiali je na obr. 9. Pracovni diagramy pro kiehké ma-
teridly nemaji zpravidla linearni tseky, proto Hookiv zdkon pro né plati jen
priblizné. Mechanické pevnostni charakteristiky nékterych konstrukénich oceli
a kiehkych materiald jsou uvedeny v piiloze v tabulkach IT a III. U kiehkych
materiald se uvadi i experimentalni hodnota pevnosti v ohybu.

ag g
a) ocel b) Sedé litina
Tkt [~ tah tah
Opt /
0 € 0] €

tlak

—0kd

/

- Opd

Obr. 9 Uplné pracovni diagramy: a) houzevnaté materialy (ocel), b) kiehké materialy
(3ed4 litina)

2.5 Mira bezpecnosti a dovolené napéti

Tvar a velikost namahangch téles (napf. soucasti strojit) se odchyluje od tvaru
zkuSebnich ty¢i. Jde zejména o zmény prifezu (otvory, osazeni, zapichy, zavity
— tvoFi skupinu tzv. ,vrupi“). Rovnéz sily nebyvaji statické, naopak ¢asto velmi
dynamické, napr. u spalovacich motort. Provozni teploty také ovliviiuji pev-
nost, jsou-li vysoké anebo naopak velmi nizké. Zejména dynamické namahani
muze zpusobit tzv. tnavové lomy v misté vrupl, z nichz se $ifi mikroskopické
trhliny.

Konstruktér se musi pii navrhu také pojistit proti nenadalému nestandard-
nimu zatizeni, které se mize pri provozu ojedinéle vyskytnout a ohrozit celist-
vost soucasti a tim ¢innost celého zafizeni. Zavadi se proto koeficient & > 1
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zvany mira bezpecénosti, pomoci néhoZ se poc¢ita dovolené napéti o4y pro
naméahani tahem podle vztahu

oar = 2L, (14)

kde oyt je napéti na mezi kluzu urcené statickou zkouskou.
7 materiali, které nemaji mez kluzu, se dovolené napéti urci z napéti na
mezi pevnosti podle vztahu

g,
oar = k—P,t , (15)

kde k' > k. Volba miry bezpecnosti k, k' je pfedevsim otdzkou empirie ziskané
provozem a zkuSenosti konstruktéra. P¥i jeho volbé rozhoduji soucasné otazky
spolehlivosti a ekonomiky, které jsou vzajemné protichéidné. Casto pfistupuji i
otazky hmotnosti celého zarizeni, napf. u letadel.

Materiél k, k'

Ocel k=12-+2
Ocel kalend | k' =2,5 -4
Sed4 litina | k' =4+5
Hlinik lity | &' =8 =10
Dievo E =612
Beton K=4-+38

Tab. IV — Mira bezpecnosti

Pevnostni podminka, kterou je vidzan konstruktér pii ndvrhu, urcuje, Ze
pro vypoctené napéti musi platit

og% nebo a§%. (16)

Zaokrouhleni vypocteného rozméru soucasti, které nakonec konstruktér pro-
vede, je dano napf. celym cislem, které vyplyva z normované fady pro FeSeny
pfipad (napf. normované fady Sroubt, nyti, lozisek).

Zvl1astni pozornost je tfeba vénovat cyklicky namahanym soucastkam, u kte-
rych muze p¥i provozu dojit k inavovym lomam. Je to ddno napf¥. jejich kmi-
tanim (u lopatek turbin, anebo listt vrtule), nebo rotaci (u hiideld, ¢ept kol
automobill) a jejichZ lom muZe zpusobit katastrofu. Zde je proto nutné static-
kou zkousku doplnit zkouskou meze Gnavy pfi stfidavém tahu — tlaku anebo
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pri soumérné stfidavém ohybu, kdy jsou krajni vldkna stfidavé naméhana na
tah a tlak. Zjistuje se zavislost cyklického napéti o. na poc¢tu N cykli, které
zkuSebni ty¢ vydrzi do vzniku tnavového lomu. S rostoucim N se o, u oceli
asymptoticky zmensuje k hodnoté o, kterd je napétim na mezi inavy. Pfi
zkousce se vychazi z poznatku, ze nerozrusi-li se vzorek do 1-107 cykld, vydrzi
prakticky neomezeny pocet cyklu. Ptislusny graf o.(IN) se nazyva Wohlerdv di-
agram (obr. 10). Pro oceli plati pfiblizny poznatek oo = (0,4 +0,6)0p. U ne-
zeleznych kovi, zejména u lehkych slitin, se neobjevuje zfetelnd mez unavy.
Wohlerova kiivka mé stale sestupny prubéh, a proto je nutné soucasti z téchto
kovii navrhovat pro ¢asovou mez inavy oy pro ocekavany pocet N cykli do
konce zivotnosti zarizeni.

P1i ndvrhu cyklicky naméahanych soucasti se dovolené napéti o4y v pevnostni
podmince (16) uréi analogicky vztahu (14), tedy

1o g0 resp. o, N
dt = —5 . dt = —5 -
k k
O¢ Oc
Opt
pevnost
casovana trvala

Oc1 }
O nezelezné kovy
000777+77‘7777\7\77777‘777 Opc————————————

Lo T

\
L | ‘ ‘ ‘ log ¥
0 N N, Mo7 N 0 2 4 6 8

Obr. 10 Zéavislost cyklického napéti o na po¢tu cykla N (Wohlertv diagram) v grafu
linedrnim (a) a semilogaritmickém (b) pro ocel
Piiklad 1 — navrh prutové soustavy

Navrhnéte prameéry ty¢i staticky namahané prutové soustavy podle obr. 11 pro
F =10,0 kN, a3 = as = a = 30°. Volte ocel 10370 (o = 200 MPa) a miru
bezpecnosti k = 2,0.
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a1 | Qo

Fy F;

Obr. 11 Prutovéa soustava

Reseni
Z podminky statické rovnovahy plyne
F F

F :F = = —.
! > 7 2cosa V3

Pevnostni podminka (16):

= — = ———X< = —. 17
7 S nd? (:0504_0(jlt k (17)
Odtud  d>,/—2F  _86.10-3m.

TOkt COS

Volime d = 10 mm. Ze vztahu (17) pak dostaneme skutecné napéti v tyci
o = T73,5 MPa < 100 MPa.

2.6 Slozitéjsi ulohy vedouci na tah nebo tlak

K nejvyznamnéjsim tlohdm, které vedou k Hookovu zdkonu pro tah/tlak patii
namahani v ohybu. Tento pfipad je tak vyznamny a slozity, Ze mu vénujeme
samostatnou kapitolu 4. K tlohdm na tah/tlak vede i fada staticky neuréi-
tych tuloh, tj. aloh, kdy k urceni sil a momentu sil nesta¢i podminky statické
rovnovéhy > F =0, > M = 0 a k feSen{ musi ptistoupit jesté deformaéni
rovnice, vyjadiujici podle dané situace deformacni podminku soustavy, jeji
rozmeérovou kompatibilitu. Téchto rovnic je nékdy nutno sestavit vice; pak ho-
vofime o tom, kolikrat je soustava staticky neurcita.

Dilezitym ptipadem je tepelné pnuti. Uvazujme jedenkrat staticky neu-
réitou soustavu, kterou je ty¢ vlozena pfi teploté ¢; do nehybnych opor (napt.
mezi Celisti svérdku) bez predpéti (obr. 12). Po zahi'dti z teploty ¢; na to se
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ty¢ bude snazit prodlouzit a bude rozpinat opory. Protoze jsou nehybné, bu-
dou pusobit na ty¢ reakcemi R, které vyvolaji v ty¢i napéti o. To vypocCteme
z rovnice Al; + Alg =0, kde

Rl ol

Alt—al(tg—tl), AZR_E_S_E’
kde « je teplotni soucinitel délkové roztaznosti. Odtud

o=—aE(ty—11). (18)

Napi. u ocelové tyce (o = 1,5 1075 K1) vznikd pfi zvyseni teploty o 10 °C
tlakové napéti o0 = —30 MPa, E = 2,0 - 10!! Pa.

w Obr. 12 Tepelné pnuti v tyci

Jiny priklad jedenkrat staticky neurcité soustavy je na obr. 13. Pfedpo-
kladame, ze nosnik je dokonale tuhy a pruty 1, 2 jsou pruzné. Soustava by
byla staticky urcita, kdyby neobsahovala prut 2. Pak bychom mohli jednoduse
urcit silu ptisobici v prutu 1 i reakci R zavésu. V daném piipadé obou prutt
bude feseni pomérné jednoduché, budou-li pruty pfesné stejné dlouhé a jejich
montdz bude provedena s nulovym predpétim (obr. 13b). Jina situace nastane,
kdyZ napt. prut 2 bude v dtsledku vyrobni nepfesnosti o ¢ kratsi (obr. 13c).
Pak pfi montazi bude nutné prut 1 stlacit o délku Alyg a prut 2 o délku Alsg
natdhnout. Musi tedy byt splnéna deformacni rovnice § = —Alj, + Alg, kde
Alj, < 0 je tlakova deformace prutu 1 pfevedend do prutu 2. P¥i montéZi tedy
vzniknou v prutech pocatecni sily Fig < 0, Fp > 0,1 kdyz F = 0. Po pfipojeni
vnéjsi sily dostaneme vysledné zatizeni superpozici sil z FeSeni situaci na obr.
13b a 13c.

Prerozdéleni sil v nasi soustavé by nastalo i v pfipadé montaze bez predpéti
(obr. 13b), jestlize bychom poté zménili teploty ¢1, t2 pruta 1, 2 (pfedpokla-
dejme rovnomeérné po celé jejich délce), napf. to < t1. V soustavé opét vznikne
teplotni pnuti i pro F = 0. Podobné pnuti vznika také napf. pfi ochlazovani
litinového nebo sklenéného odlitku a mize vést k jeho popraskani. K aplikaci

vvvvv

v piikladech 2 a 3 a v tlohéch v ¢l. 2.7.
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F
0
a a a
b)
F, F
bt
O T AT —aA
c)
Alzg‘4
o __ /él& — — Al 75
TRO Fio F22

Obr. 13 Staticky neurcita prutova soustava

Piiklad 2 — rotujici ty¢

Uvazujte pruznou ty¢ o délce [, hustoté p a konstantnim obsahu S p¥i¢ného
prurezu, ktera rotuje konstantni thlovou rychlosti w kolem osy kolmé k podélné
ose ty¢e (obr. 14). Vypoctéte

a) napéti o, v obecné vedeném kolmém fezu X tyce,

b) prodlouzeni Az tseku tyce o délce x a prodlouzeni Al celé tyce.

Pri feseni pro jednoduchost predpokladejte, Ze zména rozméru tyce je mala,
coz dobfe splnuji technické materialy s vyjimkou pryze.

Reseni

a) Ve vzdélenosti x od konce tyc¢e provedeme mysleny fez X (obr. 14). Vnitini
sily v tomto fezu musi byt v rovnovaze s vyslednici F,, odstifedivych sil myslené
oddélené c¢asti. Na element d€ piisobi element odstfedivé sily o velikosti

dF, = oSw?(l — £)d¢.
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Pro napéti v fezu X pak plati

ax:%zguﬂ/(l—{)d{zgw%(l—g).

0

b) K vypoctu prodlouZeni tiseku tyce o délce x uréime nejprve prodlouzeni je-
jiho elementu d¢, které oznacime A(d¢€) a tato prodlouzeni secteme pro vSechna
¢. Vyjdeme z Hookova zdkona, pricemz napéti o v misté elementu urcime z
vyse uvedeného vztahu, nahradime-li £ za x. Pro prodlouzeni elementu d¢ tedy
aplikaci vztahu (7) dostaneme
0'5 0 w2 52
A(df)fEdff 7 <l§ 2)df.

ProdlouzZeni tseku tyce délky = dostaneme integraci od 0 do z:

2 7 2 2,2
_ ow _S _owr _z
w2 [ )t (12)
0

ProdlouzZeni celé rotujici ty¢e dostaneme dosazenim = = I:

2[3
Al = Q;jE (plati pro Al < 1).
> s
~ X |
I -
xT
L l
=
F,

g |
O
| Obr. 14 Rotujici tyc

Piiklad 3 — rotujici prstenec

Prstenec o vnitinim poloméru r, tloustce h < r, Sifce b a hustoté o rotuje
thlovou rychlosti w okolo rota¢ni osy soumérnosti. Vypoctéte

a) napéti v prstenci,

b) zvétSeni poloméru v dusledku rotace,

¢) deformacni energii a porovnejte ji s kinetickou energii.
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Reseni
a) Uloha vede na prosty tah. Z prstence vyjmeme element (obr. 15), na ktery
pusobi elementarni odstfediva sila o velikosti

h
dF, = w? <r + 5) dm ~ w?r?pbhdo.

Aby myslené vyjmuty element byl v rovnovéaze, musi uc¢inek odstfedivé sily
dF, vyrovnavat dvé vnitini obvodové sily F, F’ stejné velikosti podle obr. 15b.
Protoze tyto tii sily jsou v rovnovaze, je silovy trojahelnik uzavieny (obr. 15c).
Pro velikost elementarni sily dF, musi tedy soucasné platit

df, = Fda.

Porovnanim obou vyrazi pro dF, dostaneme velikost F' vnitini sily a tahové
napéti, které sila v prstenci vyvola:

F
F = w?r?pbh, o=—=uwr?p. (19)

Fl=F| = F

Obr. 15 K vypoc¢tu napéti v rotujicim prstenci

b) Pusobenim odstiedivych sil se obvod prstence zvétsi, pfi¢emz podle Hookova
zékona pro jeho relativni prodlouzeni plati

2n(r + Ar) —2nr _ Ar w?o ,

o
2nr r E E

Odtud dostaneme zvétseni poloméru prstence



Vzhledem k tomu, Ze hodnota F je velmi velikd ve srovnéni s napétim o, je Ar
velmi malé ve srovnani s polomérem 7.

c) Podle (12) je hustota deformaéni energie prstence

0.2 w4r4 Q2
Ut =

T 9E  2E

Deformacni energii celého prstence dostaneme vynasobenim objemem V:

m mw4r4g
U=uV =u— = ——F5
Ut Ut 0 ok

Kineticka energie T prstence 3) o momentu setrvacnosti J = mr? je

T= 5]@02 = 5mw2r2
Podil obou energii je
U w?r?p o
T E E’

kde o je napéti (19), které v prstenci pii rotaci vznika. Protoze z pevnostnich
divodd miize byt pro ocel omax ~ 200 MPa a E ~ 2 - 10'! Pa, je potencialni
deformacni energie prstence nejméné 1000krat mensi nez jeho energie kineticka.
Lze ji tedy zanedbat.

2.7 Ulohy ke kapitole 2

1. Retdz

Retéz ke zvedani bfemen do hmotnosti 2 500 kg mé byt zhotoven z oceli 11 370
(okt = 200 MPa). Navrhnéte potiebny priamér d ¢lanku. Miru bezpeénosti volte
k = 2,0. Omezte se jen na namahani tahovymi silami ve vétvich ¢lanku.

Obr. 16 Clanek Fetézu

3) Pro kinetickou energii uZijeme misto symbolu FE) symbol T b&zny v teoretické mecha-
nice, abychom odstranili kolizi se znackou E pro Younguv modul.
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2. Ladéni houslové struny

Uvazujme ocelovou houslovou e-strunu o délce [ = 325 mm (tsek od kobylky
na konec hmatniku) a priméru 2r = 0,250 mm, kterd mé byt naladéna na
tén e' o frekvenci f = 654 Hz. Je dan teplotni soucinitel délkové roztaznosti
a=15-100°K"! E=205-10" Pa, o= 7,86-10° kg - m~3. Je zndm vztah
mezi rychlosti zvuku ve struné ¢ a napinajici silou: c20S = F. Vypoététe

a) velikost F' napinajici sily a napéti o ve struné,

b) prodlouZeni struny pfi ladéni z nenapjatého stavu.

3. Vychyleni houslové struny

Strunu z tlohy 2 v jejim stfedu pricné vychylime o § = 4 mm. Jaké bude
pridavné napéti o, a jaké celkové napéti o. = o + 0y, kde o je napéti struny
po jejim naladéni?

4. Ocelovy drat pri zméné teploty

Mezi dvéma pevnymi body, napf. mezi dvéma domy, byl za teploty ¢t = 35 °C
napnut ocelovy drat o pruméru 2r = 2,00 mm silou o velikosti F = 30,0 N.
Vypoctéte

a) napéti o v dratu,

b) napéti o’ a velikost F’ napinajici sily, klesne-li teplota na ¢’ = —5 °C.

Teplotni soucinitel délkové roztaznosti o = 1,5 - 107° K1,
E =2,05-10"" Pa.
5. Tahova zkouska

P1i tahové zkousce ocelové tyc¢e o pruméru d = 20,0 mm a délce [ = 200 mm
bylo pfi zatizeni F = 5,55-10* N zméfeno prodlouzeni Al = 0,172 mm a piicné
zizeni Ad = 4,9 - 1073 mm. Tyto hodnoty byly uréeny za stavu pod mezi
pruznosti. Urcéete napéti, Youngtiv modul a Poissonovo ¢islo zkoumané oceli.

6. Podpérny sloup

Ve stavebni konstrukci je tfeba navrhnout relativné kratky sloup z sedé litiny,
jehoz prifez mé tvar mezikruzi o vnéjsim priméru d = 100 mm. Na sloup
pfipad4 tihova sila velikosti 2,5 - 10° N. Vypoctéte minimalni tloustku stény
sloupu, jestlize op,q = 500 MPa. Volte k' = 5,0.

7. Dulni lano

Dilni lano o délce I = 1000 m, ploSném obsahu piiéného fezu vSech drati
S = 500 mm?, délkové hustoté u = 3,95 kg - m~! a Youngové modulu E =
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= 8,80 - 1010 Pa %) je svisle zavéSeno. Vypoctéte

a) prodlouzeni Aly v disledku vlastni tihy lana,

b) prodlouzeni Al a nejvétsi napéti v lané po zavéseni tézni klece o hmotnosti
m = 3000 kg.

8. Nalisovany krouzek

Navrhnéte stavéci krouzek, ktery po nalisovani na htidel o poloméru r =
= 25,0 mm ma zachytit osovou silu o velikosti F, = 2000 N. Krouzek o sifce
b = 6,00 mm bude vyroben z oceli 12050 (op = 650 MPa), miru bezpeénosti
volte k' = 3,0, koeficient tfeni ve stykové plose f = 0,10. Vypocététe tloustku
h krouzku, potfebny minimélni pifesah poloméru Aryi, a ohf'ati krouzku pro
snadnou montaz na hiidel o teploté 25 °C. teplotni soucinitel délkové roztaz-
nostia =1,6-10"°K~!, E=2,0-10'"! Pa.

9. Padajici zavazi (princip bucharu)

Vypocététe polomér svislé ocelové tyce o délce [ = 2,00 m (obr. 17) naméhané
razem zavazi o hmotnosti m = 20,0 kg pti padu z vysky h = 1,60 m na zarazku.
Volte 04 = 200 MPa. Porovnejte napéti pri tomto dynamickém ucinku zavazi
s jeho statickym t¢inkem (a pochopite princip kladiva resp. bucharu pti kovéni).
E =20-10" Pa.

N

2r

|—J Obr. 17 Padajici zavazi

10. Drat jako staticky neurcita soustava

Na ocelovy drat vodorovné napnuty mezi pevnymi body vzdalenymi 2] =
= 5,00 m silou F = 30,0 N zavésime do jeho stiedu zavazi o hmotnosti
m = 4,00 kg. Je dan polomér dritu » = 1,00 mm, E = 2,05 - 10!! Pa. Vy-
poctéte

4) Hodnota Youngova modulu je vrazné mensi nez u ocelové tyce, protoze lano je spleteno
z velkého mnozstvi jednotlivych drata.
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a) silu Fp, o kterou vzroste napinajici sila v drétu,
b) celkové napéti o, v dréatu,
¢) délku, o kterou se posune stied dratu po zavéseni zdvazi.

Ndvod: Reseni tikolu a) vede na rovnici tfetiho stupné, kterou vsak lze zjedno-
dusit predpokladem, ze F' < Fj.

11. Rozladéni piana
a) Ocelova struna piana naladénd na zékladni tén a' o frekvenci f = 440 Hz
mé délku 40 cm. Uréete normélové napéti struny. Vime, Ze fazova rychlost
pricného vlnéni na struné je urcena vztahem
o

v = E,

kde o je normalové napéti struny a ¢ = 7900 kg - m~? je hustota materislu,
ze kterého je struna vyrobena.

b) Struny piana jsou napnuty na masivnim litinovém rdmu. Pfeneseme-li piano
ze studeného prostiedi do vyhiaté mistnosti, dojde k jeho rozladéni, protoze
tenké struny se rychle zahfeji na teplotu mistnosti, zatimco rdm se bude
ohfivat jen zvolna. Jak se zméni frekvence zdkladniho ténu struny z ilohy a),
zvysi-li se jeji teplota o 10 K a teplota ramu se nezméni? Teplotni soucinitel
délkové roztaznosti oceli a = 1,5 - 1075 K~!, Youngtv modul pruznosti
E =22-10" Pa.
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3 SMYKOVA DEFORMACE A TORZE

3.1 Hookuv zakon pro deformaci smykem

Necht na kvadr o rozmérech a, b, ¢ piisobi ve sténé bc ve sméru hrany b sila F.
Protilehld sténa bc nechf je upevnéna (obr. 18). Pak nastane zkoseni hranolu,
pri¢emZ posunuti horni stény oznacime As. Toto posunuti je pfimo Gmérné
pusobici sile, délce hrany a a nepfimo imérné plosnému obsahu S = be:

Fa

As =22
TGS

(20)

Zde G je modul pruzZnosti ve smyku. Vztah (20) je analogicky vztahu (7)
pro vypocet prodlouZeni pfi tahu a nazyva se Hookuv zakon pro smyk.

As
F_4
p=a
BENA
\
a | v
A B Obr. 18 Kvadr deformovany smykem

Vztah (20) déle upravime. Z obr. 18 je zfejmé, Ze pro malé deformace mi-
zeme psat

As
— =R, (21)

kde « je zkos. Tuto veli¢inu jsme zavedli v ¢lanku 1.2 jako thlové pretvoreni —
v ptipadé podle obr. 18 vyjadiuje tihel, o ktery pii deformaci vzroste thel n/2
mezi tseckami BA, BC'. Déle je zfejmé, Ze ve vyrazu (20) je F'/S =71 te€né
napéti. Pak miZzeme Hooktv zdkon pro smyk pséat v jednoduchém tvaru

(22)

ktery je analogicky vztahu o = Fe (Hooktv zakon pro tah/tlak).

Ke dvéma materidlovym konstantam F, u, které pruznou latku charakteri-
zuji pii tahové/tlakové deformaci, pFistupuje u smykové deformace konstanta
G — modul pruznosti ve smyku. Mechanika pruzného kontinua (viz napf. [1],
(3], [7]) ukazuje, Ze mezi témito konstantami existuje jednoznacény vztah

E
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takze nezavislé jsou jen dvé konstanty. Experimentalné se snadnéji urcuji FE
a G. Poissonovo €islo se vypocte z (23).

Mechanika pruzného kontinua rovnéz ukazuje (viz napf. [3], [7]), Ze napja-
tost vznikajici v urc¢itém elementu télesa namahaného prostym smykem je dvo-
josé (rovinnd). Jestlize pfi jednoosé napjatosti byl stav popsan jednim (hlav-
nim) napétim o, pak u dvojosé napjatosti jsou tato napéti dvé (o1, o2). UZitim
podminky statické rovnovahy pro element télesa ve tvaru krychle o sténach
plosného obsahu S ur¢ime vztah mezi 01, 02 a teénym napétim 7 pusobicim ve
sténach tohoto elementu (obr. 19a).

2)

Obr. 19 Napjatost pfi smyku

Krychli nejprve rozdélime myslenym thlopfi¢nym fezem o plosném obsahu
Sv/2, jehoz normala ma smér hlavniho napéti o1 (obr. 19b). Aby vnitini sily
o velikostech F} = 0,58v2, F3 = Fy = 7.5 puisobici ve sténach této ,ptil-
krychle* byly v rovnovaze, musi tvorit uzavieny pravouhly silovy trojuhelnik
(obr. 19c). Musi tedy platit

F2=F2?+F7, neboli (0,Sv?2)?=2(rS)?, resp. o} =712
Rovnice méa dva kofeny stejné velikosti a opa¢ného znaménka, z nichz fyzikalni
vyznam m4 kofen o3 = 7, nebot o3 > 0 je tahové napéti.

Provedeme nyni mysleny thlopfi¢ny fez elementarni krychle rovinou kolmou
k roviné v pfedchazejicim pfipadé (obr. 19d). Na sténdch ptsobi vnitini sily
o velikostech Fy = 015v?2, F5 = Fs = 75. Pro statickou rovnovahu musi
analogicky platit Ff = F2 + FZ; po dosazeni dostaneme o3 = 72. Fyzikalni
vyznam mé kofen oo = —7, nebot napéti oo < 0 je tlakové.

Shrnuto: prosty smyk predstavuje dvojosou napjatost charakterizovanou
hlavnimi napétimi o1 =7, 09 = —7.
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3.2 Deformacni energie pri smyku

Analogicky vypoctu deformacni energie pfi tahu (¢l. 2.3, vyraz(10)) uréime
deformacni energii pii smyku:

kde jsme vyuzili vztahu (20), pfi¢emz aS =V je objem kvadru. Pro hustotu
deformacni energie pfi smyku dostaneme

U _ 7 91 ~%G
U= TG T e 24)

ktery je zcela analogicky vztahu (12).

3.3 Dovolené napéti pri smyku

Pfi namahani ve smyku jde o zvlastni pripad dvojosé napjatosti, kdezto pev-
nostni zkouska se provadi pro jednoosou napjatost. Existuje né€kolik pevnost-
nich hypotéz (viz napt. [3], [4], [7]), které (s omezenou spolehlivosti — v zavislosti
na tom, zda jde o materiél houzevnaty ¢i kiehky) stanovi jisté jednoosé napéti
k posouzeni viceosé napjatosti. My se zde na velmi omezené plose textu nemu-
Zeme timto problémem podrobnéji zabyvat; jen uvedeme tyto typické pripady
pevnostnich podminek:

e Pro houZevnaté (tvarné) materialy musi podle hypotézy deformacni energie

zmeény tvaru pro skutecné te¢né napéti platit

T<Tq = gdt 0,5704qt , (25)

V3

kde o4t je dovolené napéti (14) pro jednoosou napjatost.
e Pro kiehké materidly (napf. pro litinu) musi podle hypotézy mazimdlniho
normdlového napéti platit
T<Tq = 04t , (26)

kde o4t je ddno vztahem (15).

3.4 Torze rotaéniho valce

Teorii krutu rota¢niho valce vypracoval Ch. A. Coulomb (1736-1806) a uvedl
ji v prvni souborné praci o mechanice pruznych téles, ktera byla publikovana
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r. 1776. Prace obsahuje vSechny zakladni pripady deformace téles vcetné ele-
mentarni teorie ohybu nosniku. Coulomb vyuzil svych poznatku o torzi k se-
strojeni prvnich torznich vah r. 1784, které mu umoznily r. 1785 objevit zakon
o silovém pusobeni elektrickych naboji, dnes znamy jako Coulombiv zdkon.

Pii krutu (torzi) valce s kruhovym prifezem na jednom konci upevnéném
a na druhém konci namahaném vnéjsi silovou dvojici dochéazi ke vzajemnému
staceni prurezid kolmych k podélné ose valce. Experimentalné lze ovérit, Ze
u rotacniho valce zlstavaji kruhové prirezy i po deformaci rovinné a radialni
usecky pfimé. Prufezy se tedy otaceji kolem osy véalce, aniz se deformuji. Cel-
kové otoceni horniho kruhového priifezu valce oproti spodnimu vetknutému
prifezu oznacime . Nazyva se tthel zkrouceni. Moment dvojice vnéjsich sil
se nazyva kroutici moment; jeho velikost oznacime My. Je ziejmé, Ze pii
krutu vélce vznika smykové napéti 7. Nyni si odvodime vztahy mezi veli¢inami
My, T, ¢.

U pravoihlého elementu vymezeného na povrchu valce dvéma soumeznymi
povrskami a dvéma soumeznymi kruznicemi (obr. 20a) se po deformaci krutem
zméni jen thly, délky jeho stran zistanou prakticky nezménény. Element je
namahan prostym smykem.

e

ap

Obr. 20 K popisu deformace pfi torzi

ldyG

Pro vypocet napéti vytkneme z valce o délce [ elementarni trubici o vysce
dy, poloméru r’ a tloustce dr’ podle obr. 20b. Z této trubice vyjmeme hranolek,
ktery se pii deformaci zkosi. Pro jeho zkos zfejmé plati

=70, (27)
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kde q
Y _¢¥
J=—== 28
Q" (28)
je pomérné zkrouceni neboli zkrut vélce. Je to thel zkrouceni pfipadajici na
jednotkovou délku vélce (tyce). Po dosazeni (27) do Hookova zédkona (22) do-
staneme

T=—"7". (29)

Te¢né napéti podle (29) je tmérné vzdélenosti ' elementu od osy vélce. Ele-
ment lezici v ose valce neni tedy namahan, kdezto element lezici u povrchu
vélce je namahan nejvice (obr. 21).

Vnéjsi kroutici moment My musi byt v rovnovaze s celkovym momentem
vnittnich teénych sil v roviné fezu:

Mk:/r’TdSz %/T’stz %Jp, (30)
S S

kde J, je polarni kvadraticky moment plochy prarezu k ose valce:

Jp = [r?dS]. (31)
S

()

Obr. 21 Napéti pfi torzi Obr. 22 K vypoc¢tu polarniho kvadratického
momentu kruhu

Polarni kvadraticky moment je jednou z dtlezitych geometrickych charak-
teristik (s dalsimi se setkdme u ohybu v nasledujici kapitole). Nyni vypoc¢itame
polarni kvadraticky moment kruhu o poloméru r k bodu O (obr. 22). Z kruhu
si vytkneme element plochy ve tvaru mezikruzi o obsahu dS = 2n/ dr’ a do-
staneme

4 d4
Jp = 2n / Py = = I (32)



kde d = 2r je primér kruhu. Casto se miizeme setkat s krutem trubky, ktera
ma prurez tvaru mezikruzi. Pak se zméni jen meze na 71, ro a dostaneme

Jo=5 (=)= 5 (@ —dal). (33)

Pro thel zkrouceni ¢ valce na jeho volném konci dostaneme z (30) vyraz

Myl
= —. 34
°= G (34)
S prihlédnutim k (32) bude pro thel zkrouceni rota¢niho vélce platit
_ 2MGl
¥ = GTE’I"4 (35)

Je zfejmé, ze tento thel je velmi citlivy na velikost polomeéru r. Je-1i velmi maly
(fadové 107° m), dosdhneme velkych Ghli ¢ pro malé My, coZ se vyuZiva napf.
pro méfeni gravitacnich sil na torznich vahéch (viz tlohu 17). Je-li naopak rela-
tivné velky (fddové 1072 m), projevuje se vyrazné vétsi tuhost, coz se vyuziva
napf. pro odpruzeni automobilt a tankt (viz dlohu 15).

Vratme se nyni k vypoétu te¢ného napéti. Dosadime-li z vyrazu (30) do
(29), dostaneme

M,
T= J—p“r' : (36)
Maximalni velikost te¢ného napéti bude na obvodu prifezu (r],,, = 7):
_ My, My _h
Tmax = 7 "= W kde | Wy = =] (37)

je prufezovy modul v krutu®). Pro kruhovy priifez o poloméru r = d/2 je

3 3
r nd
‘/ |/ k = — =

=i (38)

Napéti ve valci namahaném na krut nesmi prekrocit nejvétsi dovolené napéti
ve smyku 74, tj. pfi torzi musi byt splnéna pevnostni podminka

My

Tmax = Wi =74 |- (39)

podobné je tomu i u ohybu (¢l. 4.3).
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Dovolené napéti ve smyku bylo zminéno v ¢l. 3.3. Zavisi pfedev§$im na tom, zda
pouzity material je houzevnaty (viz vyraz (25)) nebo kiehky (viz vyraz (26)).

O tom, jaky druh napéti rozhoduje o poruseni krouceného valce se muzeme
presvédéit jednoduchymi experimenty. Kiehky materidl (napf. litina) se pfi
krouceni porusi pretrzenim v Sikmyjch fezech, v nichZ piisobi nejvétsi tahové
napéti (obr. 23a). O litiné vime, Ze mé pevnost v tahu asi ¢tyfikrat mensi nez
v tlaku. O charakteru lomu kiehkého materialu pfi krouceni se mizeme snadno
presvédcit napt. kroucenim slané tycinky nebo skolni kiidy.

Obr. 23

Poruseni valce pri torzi materialu

a) kfehkého, b) houzevnatého, c) dfeva
(pfevzato z [7])

U houzevnatych materiald je rozhodujici nejvétsi teéné napéti. Proto se vzo-
rek z tvarného materidlu namahany krutem usmykne v roviné kolmé k ose tyce
(obr. 23b). Pfesvéd¢ime se o tom experimentem pii krouceni napf. médéného
nebo Zelezného dratu anebo jednoduse na rohliku ve druhém dni po jeho upe-
¢eni. Dfevo je material anizotropni. Jeho pevnost ve sméru vlaken je mnohem
vétsi nez napri¢ a pevnost ve smyku podél vldken je mala. Proto pfi krouceni
vznikaji trhliny (obr. 23c).

U nékterych krutem naméhanych soucasti je z funkénich divoda nutné dat
prednost deformacéni podmince, tj. zkrut ¥ nesmi pfekrocit uréitou dovole-
nou hodnotu ¥4, tj. musi platit

ﬁ:%:—gﬁd.

Napf. u hrideli, u nichZz nem4 vzniknout torzni kmitani rotujicich hmot, se
pripousti ¥ € (0,25 + 0,75) °/m.
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3.5 Deformacni energie pri torzi

Vypocet provedeme dvojim zpusobem. Nejprve vyjdeme z deformacni prace
kroutictho momentu s vyuZitim vysledku (30). Pro element této prace plati

dW =dU = Mydp = %(pdgp.

Celkovou deformacni energii dostaneme integraci pro tthel zkrouceni od 0 do ¢.
S vyuzitim vztahu (35) po integraci dostaneme

- 2GJ, TG (40)

‘ 2 2
G, / GJp o= Ml Ml
1
0
Protoze u torze jde o slozeny smyk, mtzeme ke stejnému vysledku dospét
vyuzitim hustoty deformaéni energie (24). Uvazujme element zkroucené tyce,
ktery ma podstavu dS a vysku dy (viz obr. 20), tedy objem dV = dS-dy. V ném
je tedy obsazena deformacni energie, pro kterou vzhledem k (36) dostaneme

dU = uedV = —dS dy

Y =5G 72 k_r2dS - dy.

Nyni provedeme integraci pies cely objem, tedy pro y od 0 do [ a pres cely
plo$ny obsah S pri¢ného fezu. Deformadni energie je

l

M2 P M2l
- dS| dz = -k
2GJ§/ / ' ‘TG,

0 S

nebot vyraz v hranaté zavorce je polarni moment setrvacnosti prafezu J,.

Priklad 4 — hnaci hridel

Vypoctéte pramér spojovaciho kloubového hfidele mezi prevodovkou a rozvo-
dovkou na zadni napravé automobilu. Motor méa nejvétsi vykon P = 65,0 kW
pii frekvenci otaceni ng = 4200 min~'. Nejvétsi prevod v pievodovce (pri
1. pfevodovém stupni) je z; = 3,77. Dovolené napéti volte 74 = 70 MPa.
Provedte kontrolu tuhosti hiidele. G = 8,0 - 10'° Pa.
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Reseni

Pro dany vykon bude mit kroutici moment nejvétsi velikost pfi nejvétsim
prevodovém stupni z1, tj. pfi frekvenci otdceni ny = ny/z1. Tomu bude odpo-
vidat maximalni kroutici moment

P 30P  30Pz

M,=—= =557N-m.
w1 ™1 ™o
Pevnostni podminka je
My,  16My -
Tmax = T, — =745
W o T

odtud priumér hridele

16 M,
d= ¢/ 16Mi _ 34,3 mm; volime d=35mm.
T4

Kontrola tuhosti se provede vypoctem nejvétsiho zkrutu s vyuzitim (34) a (35):

19_90_ Mk _32Mk

it Aalrert =4,73-10%rad - m~' =2,71°/m.

Tento zkrut (pfedpoklada se, Ze v provozu bude mezni) je jesté vyhovujici.
Vyhodnéjsi konstrukénim fesenim by byl duty hridel, ktery by sice mél vétsi
prumér (napf. 42 mm), avSak byl by lehéi a tuzsi.

Piiklad 5 — torzni oscilator

Vypoctéte thlové frekvence wg, wi, we vlastnich kmiti torznich oscilatort podle
obr. 24, které sestavaji z t€lesa o momentu setrvacnosti J a torzni tyce o polo-
méru r, aktivni délce [ a modulu pruznosti ve smyku G. V piipadé a) je téleso
na volném konci tyce, v p¥ipadech b), ¢) jsou oba konce tyce upevnény a téleso
je bud uprostied tyce nebo v jedné tfetiné jeji délky. Uhlové frekvence wi, wo
vyjadiete pomoci tthlové frekvence wy.

Reseni
a) Oto¢ime-li téleso okolo osy tyce o tihel ¢, bude proti vychylce plisobit mo-
ment sily My = —kip, kde torzni tuhost k; uréime pouzitim vztahu (35):
Mk TEGYT4
ky=— = . 41
‘ %) 21 (41)
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Obr. 24 Torzni oscilatory s rtiznou polohou kmitajiciho télesa

2
Pohybova rovnice vychyleného télesa je J C(lin = My, neboli
Py ke
@z T =0

Jak se muzeme presvéd¢it zpétnym dosazenim, rovnici vyhovuje funkce
© = pm sinwpt, kde py, je thlova amplituda a wy hledana thlova frekvence.

d2 .
Ff = fwgcpm sin wot

o kt - TCG?"4
VT T\ (42)

b) Soustavy na obr. b), ¢) jsou slozené — maji dvé paralelné fazené torzni pru-
Ziny (obecné o tuhostech ki1, ki2). Otocime-li téleso o thel ¢, bude na né
plsobit vratny moment sily My = — (ki1 + ki2)p = —kip, kde

Porovnanim rovnic pro ni a jeji druhou derivaci

dostaneme

ke = ke + ko (43)

je vysledna tuhost soustavy. P¥i vypoctu thlové frekvence tedy obecné pi-

Seme
P L 0 el
J J '

4
V pfipadé podle obr. b) je ki1 = ko = # a uhlovéa frekvence je

2nGrt
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¢) V soustavé na obr. c) je

ke =

nGrt § E . 9 nGrt
2 4

T
L3 TcGr4_3\/§w 3\/§w
TN T Y T

Piiklad 6 — tuhost Sroubovité pruZiny

Uvazujme Sroubovitou véalcovou taznou pruzinu
(obr. 25). Pruzina mé stfedni polomér vinuti R, po-
lomér dratu r a pocet zavitt n. Predpokladejme, ze
pruzina je husté vinuté a Ze jeji deformace je malé.
Proto muzeme stoupani Sroubovice, ktera je osovou
kfivkou svinutého dratu, zanedbat. Vypoctéte tuhost
pruziny.

Reseni

Pruzinu zatizenou silou F rozdélime myslenym fezem
na dvé ¢asti (obr. 25). V misté fezu musime pfipojit
vnitini sily, abychom obnovili rovnovahu. To prove-
deme tak, Ze silu F pfeneseme do osy dratu jako silu
F’ = F. Tim musime pripojit silovou dvojici F, F’
o momentu My = FR, ktery zkrucuje drat.

Sila F” naméhé drat na prosty smyk. Jak si uka-
Zeme na zaveér, jeji vliv je zanedbatelny. Podstatny
je vliv torze dratu pruziny, ktery jednoduse vypoc-
teme uzitim deformacni energie pfi zkrucovani za-
vitl pruziny. Uzijeme vztah (40), do néhoz dosadime
My = FR, | = 2nRn (délka nedeformovaného drétu
pruziny). Deformaéni energie pruziny se rovné praci Obr. 25
napinajici sily F, kterd se linearné zvétSuje a pro-
dluZuje pruzinu do kone¢né hodnoty Ay. Musi tedy
platit (srovnej s vypoctem podle (10)):

Sroubovita pruzina

2F?R3n 1
U=——F—=-FAy.
Gr 9" =Y
3
Pro prodlouzeni pruziny vlivem torze plati Ay = 4]2,7721? .
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Prodlouzeni pruziny vlivem smyku oznac¢ime Ays. Vypocteme je uzitim Ho-

, _ T _ Ays _ Ays _ E _ L
okova zakona pro smyk v = ek kde v = I T owRn 2T 9= —g
Dosazenim dostaneme
2RnF . Ay r?
Ays = W s neboh Ay = 2—R2 < 1.

Vliv smyku je tedy zanedbatelny. Bude-li napf. » = 1,0 mm, R = 10 mm
dostaneme Ze prodlouzeni vlivem smyku ¢ini jen 0,5 % prodlouzeni vlivem
torze.
Tuhost pruziny muazeme urc¢it z vyrazu
F Gr#

k= s = 1B (= konst.) . (44)

Na tloze je zajimavé to, Ze pruzina jako celek je naméhana na tah, kdezto
vlastni drat na krut a nepatrné i na smyk. Pro tuhost tlacné pruziny plati
stejny vyraz (44).

3.6 Ulohy ke kapitole 3

12. Zaveés

Navrhnéte rozmeéry h a d zavésu podle obr. 26. Zaveés je zatizen silou o velikosti
F = 2,0-10* N a ma byt vyroben z oceli 11500 (o = 260 MPa, 74 =
= 0t/(kv/3)). Miru bezpecnosti volte k = 2,0.

Obr. 26 K navrhu zavésu Obr. 27 Spojka s pojistnym kolikem

13. Spojka

Vypocététe prumér d pojistného koliku na poloméru R = 40 mm spojky (obr. 27),
ktery se ma prestiihnout pii prekroceni nejvétsiho vykonu Pya.x = 8,0 kW pfi
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frekvenci ota¢eni n = 500 min~'. Pevnost navrzené oceli je opt = 330 MPa.
Predpokladejte, ze ocel je houzevnaté a tedy pro pevnost ve smyku plati 7, =

= opt/ V3.

14. Hiidel

Hiidel pienasi vikon P = 20 kW pii frekvenci otddeni n = 1200 min~*.
Navrhnéte jeho primér pii 74 = 40 MPa.

15. Setrvacénik

Setrva¢énik o momentu setrvadnosti J = 150 kg-m? je pevné spojen s hiidelem,
na jehoz konci A je brzda (obr. 28). Pii jaké nejvétsi frekvenci otaceni lze konec
hiidele A zastavit, aniz by doslo k pfekroc¢eni dovoleného naméahani hiidele? Je
dano: polomér hiidele r = 25,0 mm, jeho délka [ = 1,80 m, G = 8,0 - 10'° Pa
a dovolené tec¢né napéti 74 = 80 MPa.

O AN
9 &

L,
A o Y A

Obr. 28 Setrvacnik na hiideli Obr. 29 Torzni ty¢ k pérovani

16. Torzni pérovani

V tanku je kazdé z deseti pojezdovych kol odpruzeno samostatnou torzni tyci

(obr. 29). Odpruzend hmotnost je m = 28,0 t; pfedpoklddejte, Ze na kazdé

pojezdové kolo pripada stejny dil této hmotnosti. Rozméry ty¢i jsou: I = 1,80 m,

2r = 56,0 mm, R = 250 mm, G = 8,0 - 10'° Pa. Vypodtéte

a) thel zkrouceni ¢ torzni tyce po jejim statickém zatiZeni vlastni tihou od-
pruzené hmotnosti,

b) maximalni teéné napéti v ty¢i pfi jejim zatiZeni.

17. Torzni dynamometr

K meéfeni vykonu lze uzit torzni dynamometr, jehoz zakladem je torzni tyc
(obr. 30). Uréete vykon spalovaciho motoru na brzdé, jestlize se mérna torzni
ty¢ o priméru d = 18 mm a délce | = 600 mm zkroutila o ¢ = 6°30" pii
frekvenci ota¢eni f = 53,3 s71. Vypoctéte napéti v tyéi. G = 7,95 - 10'° Pa.
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18. Torzni vahy

Pro ovéfeni Newtonova gravitaéniho zakona a k urceni gravitacni konstanty
sestrojil H. Cavendish r. 1798 torzni vahy, jejichz schéma je na obr. 31. Pouzil
olovéné koule o hmotnosti m; = 158 kg a olovéné kulicky o hmotnosti mo =
= 0,730 kg uchycené na lehkém vahadle s rozte¢i L = 1820 mm. Vahadlo bylo
zavéseno na ocelovém draté s otoénym zavésem. Délka dratu [ = 1600 mm
pramér 2r = 0,15 mm. Cavendish zméfil na téchto vahach gravita¢ni konstantu
s obdivuhodnou ptesnosti 1 %: s = 6,67 - 10~ m? - kg - s~ 2.

Pii méfeni nastavil koule ke kulickdm do vzdalenosti R = 210 mm (poloha
I). Zrcatkovou metodou zjistil thlovou polohu vahadla. Pak pfemistil koule
do polohy II tak, aby vzdalenost mezi koulemi a kulickami byla stejna jako
v poloze 1. Vypoctéte tthlovou zménu Ay vahadla mezi obéma polohami kouli.
Modul pruznosti dratu ve smyku G = 8,0 - 10'° Pa. (Poznamka — nékteré zde
uvedené rozméry jsou rekonstruovany z vyobrazeni ptistroje.)

motor brzda
d
N
C %' — T — %C
! e
Obr. 30 Torzni dynamometr Obr. 31 Cavendishovy torzni gravitacni vahy
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4 ELEMENTARNI TEORIE OHYBU

4.1 Nosnik zatiZeny vnéjSimi silami

Nosnik je dtlezity konstrukéni element pfimého tvaru, ktery u strojnich a sta-
vebnich konstrukei slouzi k zachyceni vnéjsiho, prevazné pricného, silového za-
tizeni. My si jej znazornime jako ty¢ spojenou s pravotocivou soustavou sou-
fadnic podle obr. 32, pficemz se pfidrzime historicky vzité tmluvy v teorii
ohybu, pokud jde o kladné orientace. ProtoZe vétSina vnéjsich sil jsou tihové
sily sméfujici dold, bereme tento smér jako kladny. U rovinnych tloh, které bu-
deme Tesit a znazornovat rovinnymi nacrty, budou mit momenty sil v kladném
sméru smér kladné poloosy z. Budeme je znazornovat obloucky, orientované
ve sméru rotace, kterou by prislusny moment vyvolal. Tedy kladny moment M

vyvola rotaci ve sméru pohybu hodinovych ruéic¢ek (obr. 32). Deformace, kterd
se u nosniku nazyva prahyb, ma souradnici Y.

Obr. 32 Nosnik — volba soutadnic

Budeme pracovat se staticky ur¢itymi nosniky. Mezi né patii nosnik na
obr. 33a ulozeny na jedné rovné kloubové podpofte (A) a jedné posuvné kloubové
podpofe (B); na obr. 33b je nosnik s jednim dokonale vetknutym koncem (C).
Pfi feSeni statické rovnovahy odstranime vazby, tj. podpory A, B resp. vetknuti
C a nahradime je vazbovymi silami — reakcemi a pfipadné reakénim momentem,
jak je na obr. 33b vyznaceno ¢arkované.

a) b)

R4,
Ry My,
Ri. M 7 AR M
Ak= A\ B {e- A\
LN

< > c 7

Obr. 33 Staticky urcité nosniky; v podporach A, B, C jsou ¢arkované vyznaceny
reakce a reakéni moment
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4.2 Vnitrni statické uéinky u nosniku

Ptisobenim vnéjsich sil a momentu sil
vznikaji uvnitf nosniku vnitini sily. F
Vztahneme-li je na jednotkovou plo- R4 D MR
chu, hovofime o napéti. K jeho ur- s i
¢eni musime v prislusném priafrezu znat . a

vyslednou vnitini silu a vysledny mo- z
ment vnittnich sil. K tomu se opét vy- |
uzije metoda mysleného fezu, kte-
rou vysvétlime na jednoduchém pii- R
kladu nosniku v obr. 34. Pfredpokla- Q’)M
dame, zZe k dané vnéjsi sile F jsme z pod- b
minek statické rovnovahy urcili reakce () Rp
R, Rg. Nosnik myslenjm Fezem roz- 0 IS T ; -
délime na dvé ¢asti. Abychom obnovili R4 ¥ F '
rovnovahu v levé ¢asti, musime zde 0
pfipojit silu Q, tzv. posouvajici silu

a moment sily M, tzv. ohybovy mo- 0 -
ment. d) W

ProtoZe myslené oddélend leva ¢ast "
musi byt v rovnovéze, uréime posouva- e
jici silu Q tak, Ze do Tezu preneseme Obr. 34 Vnitini sily u nosniku
v8echny vnéjsi sily (F,) pusobici zprava
od néj a secteme je:

Q = Z Fp

(sily jsou rovnobé&zné, proto jejich soufadnice séitdme skaldrné). Podobné ohy-
bova moment uréime sectenim momentt pfendsenych sil a vloZzenych momenti,

které ptisobi zprava
M=% M,.

V prikladu z obr. 34 pro obecné umistény bod D plati

pro a <z <l| Q=-|Rp|<0, M=-—|Rp|(l—2)<0,

pro0<z<a Q=—-|Rp|+F >0, M=—|Rg|(l—2)+F(a—2z)<0.
Zéavislost Q a M na x vidime na obr. 34c,d. Je zfejmé, Ze ohybovy moment
mé maximum v misté, kde posouvajici sila méni znaménko. (Tento poznatek
plati obecné a uvadi se jako Schwedlerova véta.) Pritez, kde M = My, se
nazyva nebezpeény prufrez; je rozhodujici pro navrh celého (prizmatického)
nosniku.
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Piiklad 7 — posouvajici sila a ohybovy moment

Vysettete pribéh posouvajici sily a ohybového momentu u ¢ty typickych nos-
nikl z obr. 35 a urcete jejich nebezpecny prutez. Nosnik na obr. 35C je zatizen
spojitym bfemenem o délkové hustoté tihové sily ¢ = konst.

Reseni

A) B)
a)

A
Q
%
£
v}
=
L]
P
n
8

R4 F v 0
Q
M c)
1 M max
o D
q a)
o RN ANRN] gl R RT 1"
R I

@] T
Obr. 35 Posouvajici sila a ohybovy moment: A) nosnik s osamélymi silami,

B) krakorec s osamélou silou, C) nosnik se spojitym zatizenim,
D) nosnik s ¢asti s konstantnim ohybovym momentem
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Zde uvedené feseni je provedeno v grafické formé; predpoklada, ze Ctenar si
napiSe pfislusné rovnice zévislosti Q = Q(x), M = M (z). Nebezpecény priifez
je v mistech, kde () méni znaménko. U nosniku na obr. 35D je mezi podporami
Q@ =0 a M = konst. Jde o vyznamny piipad, kdy pusobi jen ohybovy
moment; pfislusny ohyb se nazyvéi prosty (¢isty) ohyb.

4.3 Napéti a deformace pri prostém ohybu

U nosniku namahaného ohybovym momentem M = konst. provedeme mysleny
fez 1 ve vzdalenosti « od levé podpory (obr. 36a). Odfiznuta levéa ¢ast nosniku
je na obr. 36b. Protoze pti prostém ohybu je posouvajici sila @) nulovéa, ptisobi
v pri¢ném fezu jen normélové napéti o; nosnik je ve stavu jednoosé na-
pjatosti. Piisobenim ohybového momentu se urcita myslend podélna ,,vlakna“
nosniku prodluzuji, jina zkracuji.

a) b)

_ M
V4 2l |1 x / ﬁ(

(@)
I ! L7 dH— T
:1 A T /J——TM—"‘—%US
‘ z
T y

N

dx

Obr. 36 K vypoctu napéti pii prostém smyku

Vysetfeme nyni podminky rovnovahy. Na element plochy dS ptisobi vnitini

vz

sila o velikosti ¢dS (obr. 36b). ProtoZe na nosnik nepiisobi zZadna vnéjsi sila ve
sméru osy x, musi platit

/ odS = 0. (45)
S

Rovnéz celkovy moment elementarnich sil odS k ose y je nulovy:

/ 20dS =0, (46)

S

kdezto celkovy moment vnitinich sil k ose z musi byt roven —M (moment M
je volen tak, Ze mé smér zadporné poloosy z). Tedy

/yadS =—-M. (47)
S
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Rovnice (45) az (47) vyjadiuji, jak se uskuteéliuje pfenos vnitinich sil uvnit¥
nosniku, av§ak nepostacuji k nalezeni funkce o = o(y, z). Z toho vyplyva, ze
rozloZeni napéti v v prufezu je staticky neurcité.

K urceni napéti v prufezu musime vyjit z rozboru deformace nosniku. Vy-
jdeme z piedpokladu, Ze pri¢né fezy, které byly rovinné pred deformaci,
zustanou rovinnymi i po deformaci. Tato hypotéza umoznila Jakobu Ber-
noulliovi r. 1774 podat prvni spravné reseni ohybu. Opravnénost tohoto pred-
pokladu byla dostatecné prokazana tim, ze vysledky teorie ohybu, které z ného
plynou, souhlasi s experimenty. Spravnost predpokladu mizeme nazorné ukazat
na gumovém modelu nosniku s vyznacenou siti podle obr. 37.

0O,
dg
o
Obr. 37 2 1
Deformaéni hypotéza pro prosty ohyb ] R —
] o<0
3 tlak
Ao _ 3 x
OEAl -
Y ™ o>0
By By —= tah
Obr.38 e 1 ] ==
Deformovany element nosniku dz
pfi prostém ohybu Yy

Uvedenou hypotézu budeme nyni aplikovat na nas nosnik. Uvazujme dva
soumezné puvodné rovnobézné fezy 1, 2 podle obr. 36a, které se po deformaci
nosniku vzajemné natoci o ithel dy (obr. 38). Roviny prolozené deformovanymi
prufezy se protnou v piimce — ose O,, kterd je kolma k ndkresné. Na této
ose lezi stfedy kfivosti deformovanych podélnych vlaken elementu nosniku. Je
ziejmé, Ze spodni vladkna se prodluzuji, horni zkracuji.

Délka jistého vlakna A;As, o jehoZ poloze zatim nic nevime, se neméni.
Plocha, v niz lezi tato vldkna, se nazyvé neutralni plocha. Polomér kiivosti
vldkna A;As oznacime p. Pro délku tohoto vldkna pii uvazovanych malych
deformacich mizeme psat A1 As = odp = dx. Vldkno B Bs, které je ve vzda-
lenosti y od neutralni plochy, ma po deformaci délku BBy = (0 + y)dp. Jeho
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relativni prodlouzeni je

_BiB—AiAy _ (otyldp—edp _y (48)
A4z ody 0
Z Hookova zékona (8) plyne pro napéti ve vlakné By By
c=E=EY. (49)

Y

Napéti se tedy linedrné méni se soufadnici y elementu méfenou od neutralni
plochy, jak znazornuje obr. 38.
Dosadime-li (49) do (45), dostaneme podminku

E
E/ydyZO, (50)
S

z niz plyne, Ze staticky moment prufezu k ose z musi byt nulovy, ¢ili neutralni
plocha prochéazi tézistém prufezu. Dosadime-li vysledek (48) do rovnice
(47), dostaneme dilezity poznatek

E E
M:——/gde:——JZ, (51)
o 0
S
kde
J. = [y*dS (52)
S

je veliCina, ktera zavisi jen na tvaru a velikosti plochy priufezu a nazyva se
kvadraticky moment priifezu k ose z. Jeho jednotkou je m*. Ze vztahu

(51) plyne

1 M
0" EL| (53)

tedy kiivost deformovaného nosniku je pfimo imérnéa ohybovému momentu M.
Protoze u nami vysetfovaného prostého ohybu je M = konst., je jeho kfivost
konstantni a ohybovou ¢arou je oblouk kruznice. Velicina EJ, se nazyva
tuhost v ohybu.

Pro vypocet napéti dosadime (53) do (49):

M
_ , 4
o= (54)
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Maximélni hodnota tohoto napéti je pro |y| = |y|max, tedy

M
|J|max - |J ||y|max'
z

Tento vyraz se pise ve zjednoduseném tvaru, ktery je vyznamny pro pevnostni
vypocty:

M
|O'|max = |Wz| ) (55)
kde
J 1
W, = 2= —— [4%dS 56
|y|max |y|max gy ( )
je prifezovy modul v ohybu k ose z. Jeho jednotkou je m3.
P1i navrhu nosniku musi byt splnéna podminka
M max
|J|max = %§Uda (57)

kde jsme o ohybového momentu pripojili jesté index ,max*“, coz ma vyznam
pro obecnéjsi piipad pfi¢ného ohybu (viz ¢l. 4.5).

Piiklad 8 — Prufezové charakteristiky obdélnika a kruhu

Vypoctéte centralni kvadraticky moment a priufezovy modul obdélnika a kruhu
vzhledem k ose soumérnosti.

Reseni
Centralni charakteristiky jsou vztazeny k osam, které prochézeji tézistém pri-
fezu.

a) Obdélnik (obr. 39)

h/2
9 9 bh3
Jo= [ydS=b ydy:ﬁa (58)
s —h/2
b/2 5
hb
_ 2 _ 2 _ 7
Jy—/zdS—h/ y dy = 17’
S —b/2
2J.  bh? 2J,  hb?
W.=% =% W=7 =% (59)
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dy

Y Obr. 39 K vypoctu charakteristik obdélnika

Je zfejmé, Ze tuhost v ohybu EJ nosniku s obdélnikovym prufezem ovliviiuje
predevsim vyska, ktera je ve tfeti mocniné.

b) Kruh

Vyuzijeme vysledku (32) pro polarni kvadraticky moment kruhu. Uzitim Py-
thagorovy véty mulzeme nalézt obecny vztah mezi poldrnim momentem J, a
osovymi momenty Jy, a J;:

Jp:/TQdS:/(yQJer)dS:JZJrJy.
S S

Vzhledem k symetrii kruhu vsak plati

Jy  w*  nd*

Jy=J,=—= =—. 60
Y2 4 64 (60)
Prifezovy modul kruhu v ohybu dostaneme délenim 7:
wd  nd®
= ., = — = — 1
W, =W, 1 39 (61)

4.4 Deformacni energie pri prostém ohybu

Nosnik je pfi prostém ohybu ve stavu jednoosé napjatosti, proto mizeme de-
formaé¢ni energii vypoéitat uzitim vztahu (12) pro tah/tlak: u = o2/(2E).
Za napéti dosadime vyraz (54), v némz M = konst., a za element objemu
dV =1dS. Pak deformacni energie nosniku je

M2 5 M3l
= = = 2
U /udV 2EJZ2/y ds 3BT, (62)
4 S

nebot integrél pfes plochu S pfedstavuje kvadraticky moment (52).
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4.5 Pri¢ny ohyb

Nyni se obratime poznamkou k obecnéjsimu pripadu ohybu. U dosud pro-
biraného prostého ohybu jsme pocitali jen s Gcinkem ohybového momentu
M = konst. V obecnéjsim pfipadé tzv. priéného ohybu je M # konst. a
v prufezech pusobi jesté posouvajici sila Q. Ta vyvolava teé¢na napéti, coz
ma za nasledek, ze v disledku zkosu nejsou pri¢né prufezy po deformaci presné
kolmé k podélnym vldkniim, jak pfedpokladal obr. 38 a vypocty z néj plynouci.
Odchylky vSak nejsou podstatné, a proto je mozno pii vypoctech napéti vycha-
zet ze vztahu (57). Je vSak nutné najit nebezpeény prufez, v némz ohybovy
moment dosahuje maxima. V dusledku M # konst., jiz také kiivost nosniku
(53) neni konstantni a méni se se zménou ohybového momentu M = M(z). To
ovliviiuje tvar ohybové ¢ary, jak bud feseno v nasledujicim ¢lanku.

4.6 Ohybova ¢ara nosniku pfi pricném ohybu
Ohybovou ¢arou pfi pfiéném ohybu bude rovinné k¥ivka, protoze pfi¢ny ohyb je
rovinnd uloha. Deformaci nosniku budeme podle dohody v ¢l. 4.1 popisovat ve
posune z polohy Cy do C' (obr. 40a). Posunuti CoC se nazyva pruhyb (kladny
smérem doltl).

Element C'D ohybové ¢ary mizeme nahradit obloukem o poloméru p. Pak
ds = podp. Pro malé prihyby mtzeme psat ds ~ dz a pro orientovany tihel ¢,
ktery je pfi malych prihybech maly, plati (obr. 40b):

dy
@thw——a- (63)
Fak d d d d?
1 %) Y Y
o dz dz < dx) da? (64)

Na prthyb Y nosniku ma vliv jeho napjatost, ktera je u pfi¢cného ohybu
popséana normalovym napétim o (to je vyvoldno ohybovym momentem) a tec-
nym napétim 7 (to vznikd ptisobenim posouvajici sily Q). Jak si ukédzeme na
prikladu 9, je vliv te¢ného napéti prakticky zanedbatelny (mensi nez 1 %). Lze
tedy pocitat jen s vlivem normélového napéti a k vypoétu pouzit vztah (53)
odvozeny pro prosty ohyb (s M = konst.), kde v pfipadé pfi¢ného ohybu je
M = M(z) dand funkce. Dosazenim (53) do (64) dostaneme

d?Y

EJ gz =

M(z)|. (65)
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Tato diferencialni rovnice ohybové ¢ary je druhého Fadu s konstantnimi
koeficienty (pro pfipad nosniku s konstantnim pfi¢nym prufezem je J, =
= konst.). Pfi jeji integraci pfistoupi dvé integracni konstanty, které uréime
z okrajovych podminek. Vychazi se napf. z toho, ze v misté podpory je nulovy
prihyb, v misté vetknuté podpory je vedle toho i nulovy thel ¢ natoceni pri-
fezu (63). Uhel ¢ =0 je i v misté maximalniho prithybu. ReSeni rovnice (65)
si ukdzeme v nasledujicim pfikladu 9 a v tloze 24.

Oy
a) dg b)
D
ds
—dY
C [
dz
ds
A=0 Co B
Yy ﬁ T
— |D
©
T ‘dx

Obr. 40 K odvozeni diferencialni rovnice ohybové cary

Piiklad 9 — Ohybova cara krakorce

Odvodte rovnici ohybové ¢ary vetknutého nosniku (krakorce) podle obr. 41.
Nosnik je zatiZzen na volném konci osamélou silou F. Odhadnéte vliv posouvajici
sily na ohyb.

Reseni
Ohybovy moment v prifezu C' je M = F(I — ) a rovnice (65) bude mit tvar

a2y
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Dvoji integraci dostaneme

ay 2 F °
EJ,—=F lx—x— +C1, EJLY =— le_IE_ +Cix +Cy.
dx 2 2 3

K vypoctu konstant Cp, Co si uvédomime, Ze v misté vetknuti (z = 0) je
dY/dz = —p =0 a Y = 0. Tak z prvni rovnice vychazi C; = 0 a ze druhé
rovnice Cy = 0. Ohybova ¢ara krakorce je pak popsana vztahem

F ,
Y = B (lm - ?) . (66)

Nejvétsi priuhyb bude zfejmé pro x = I:

FI3
Yiax = ——. 67
o = 2 (67)
@] \ Y F ! -
KI)&X
T 4% \ l
l
Y Obr. 41 K ohybové ¢are krakorce

Posouzeni vlivu posouvajici sily na ohyb krakorce lze provést jen priblizné.
V pripadé naseho nosniku je posouvajici sila podél nosniku konstantni: Q@ = F
(viz obr. 35B), coz usnadiiuje nasi tvahu. Problém je v tom, Ze tecné napéti
podél vysky prufezu neni konstantni, protoze na okrajich je nulové a maxima
dosahuje u neutralni plochy, kde je naopak nulové normalové napéti. Posouzeni
provedeme zjednodusené pro krakorec obdélnikového prifezu o vysce h a Sifce b,
(J. = bh3/12). Stiedni hodnota te¢ného napéti je 7w = F/(bh). Toto napéti
podle Hookova zakona pro smyk vyvola zkos

Y5 _ Tsti F

TTT TG TG

Odtud prihyb zptsobeny stfedni hodnotou te¢ného napéti je Yy = % Jeho

velikost porovname s prithybem (67) zptisobenym normalovym napétim:

Y Fl 3EJ, h? E 2h2

= N

Yome WG FP 42 G 3127

kdyz jsme uvazili, ze mezi moduly pruznosti je pfiblizny vztah F : G ~ 8 : 3.
Zvolime-li napf. I/h = 20, dostaneme Y;/Yax = 1/600, tedy méné nez 0,2 %.
Vliv posouvajici sily je tedy pro bézné vypocty prihybu zanedbatelny.
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Piiklad 10 — Pevnostni vypocet krakorce

Jakym bfemenem muzeme zatizit na volném konci krakorec tvoreny dfevénym
tramem délky [ = 1,50 m a obdélnikového prifezu b = 80 mm, h = 120 mm,
je-li dovolené napéti o4 = 12,0 MPa? Jaky bude prihyb konce krakorce?
E =1,20-10'9 Pa.

Reseni
Nebezpecény prifez je v misté vetknuti, kde je ohybovy moment M = mgl.
Z pevnostni podminky (57): wn}ax <o0q, mneboli Gmegl <oq,
_ bhz(fd _
plyne mmax = 6ol = 157 kg .
4
Priihyb volného konce nosniku je Yiax = % = 18,8 mm.

4.7 Vzpér primych pruta

V dosavadnich Fesenich problémi zatizenych elementti konstrukci jsme vycha-
zeli z pevnostni podminky. Znehodnoceni souc¢astky muize nastat i tim, Ze nahle
zméni sviyj tvar. P¥ikladem miZe byt $tihly prut (napf. plastové pravitko) zati-
zeny osovou tlakovou silou. Pfi pfekroceni urcité osové sily prut pri¢né vybodi,
plasticky se deformuje, pfipadné zlomi, protoZe nemuze zachovat svij tvar —
ztrati stabilitu.

Problém stability osové zatizeného prutu vytesil jiz r. 1744 Leonard Euler
(1707 — 1783). Technici jeho poznatky zpo¢atku nebrali na védomi — az do doby,
kdy doslo k zficeni nékolika prihradovych zelezni¢nich mosti v pocatecnim
stadiu rozvoje Zeleznice. (Nejvétsi havirie se stala v poloving 19. stoleti ve
Svycarsku — rodné zemi Eulera.) Od té doby plati pfisné normy pro kontrolu
vzpérné pevnosti osové stlacovanych pruti. Nyni odvodime Eulerav vztah
pro kritickou silu, pii niz dochézi ke ztraté stability pfimého prutu.

Uvazujme ty¢ konstantniho pfiéného prufezu S a tuhosti v ohybu
EJ, = konst., ktera je zatizena v ose tlakovou silou F (obr. 42). P¥i zvétSovani
sily F dojde k pfiéné deformaci tyce, ktera se projevi pruhybem Y = Y (z).
VysSetfeme, zda mimo pfimé tyce muze byt v rovnovaze i takto pricné defor-
movand ty¢. Sila F vyvola v prufezu C ohybovy moment M(z) = —F-Y(z) a
pruhyb ty¢e bude popséan diferencidlni rovnici (65), neboli

2
EJZ% — FY(x).
Prepiseme ji do tvaru
A2y
oz Y =0], (68)
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kde jsme zavedli konstantu p vztahem

Obr. 42 K vypoctu Eulerovy kritické sily

Vztah (68) je diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnim koeficientem p,
kterd mé obecné feseni

Y = Asinpzx + Bcospz, (70)

jak se mtizeme presvédéit dosazenim funkce (70) a jeji druhé derivace do (68).
Integrac¢ni konstanty A, B uréime z okrajovych podminek tlohy: priuhyb Y musi
splitovat v bodech z =0 a x =1 podminky Y (0) =0, Y (I) = 0. Dosadime-li
prvni podminku do obecného feseni, dostaneme B = 0. Z druhé podminky a
z (70) pak vyplyva podminka Asinpl = 0. Pomineme-li trivialni feSeni A = 0,
které neméa pro nas vyznam, dostaneme podminku sinpl = 0, ktera je splnéna
pro

pl=krn, kde k=0,1,2, ... (71)
Prvni z hodnot k, tj. £ = 0 odpovidad nezatiZené ty¢i a nemé opét fyzikalni
vyznam. Partikularni integral rovnice (68), ktery vyhovuje nasim podminkam,
ma tedy tvar

Y = Asin M kde

: k=1,2, ... (72)

Nejmensi silu, pfi niz nastava rovnovaha deformované tyce, dostaneme z (71)
pro k= 1. S pfihlédnutim k oznaceni (69) je

w2EJ,

Fkr: l2

(73)

Toto je Euleruv vyraz pro kritickou silu — pii jejim dosaZeni ztraci tyc
stabilitu. Konstanta A v (72) mé vyznam maximdlniho prithybu prutu.
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k=1 i Fy = Fyy
9) N ‘ A 7777, xZ
k=2 A v Fo=4Fy,
S ~—— 77 T
k=3 e F3=9Fy,
S~ —}—— A== z
Y

Obr. 43 Grafy funkci, které pfedstavuji prvni t¥i stabilni FeSeni rovnice (68)

Tvar ohybové ¢ary pro k =1, 2, 3 je na obr. 43. Sila Fj, pro niz nastava
rovnovaha, mé obecné velikost Fj, = k?F,. Piipady pro k > 1 vSak nemaji
prakticky vyznam, protoze ztrata stability nastane jiz pri k = 1.

Euleriv vyraz pro kritickou silu (73) plati pro prut s kloubové ulozenymi
konci. Analogickym postupem by bylo moZné odvodit i jiné pfipady — zméni se
jen okrajové podminky. Ostatni pfipady uloZeni lze pfevést na zakladni ptipad
zavedenim redukované délky prutu [, (viz tab. V). Kritickd sila je déna

vyrazem
’EJ
Fo= "2, (74)

l2

Tabulka V. Redukované délky rtizné ulozenych prutt

Fkr Fkr Fkr Fkr
P 72 2 2 2. 2
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Na zavér je tfeba poznamenat, Ze zde uvedené avahy a vypocty plati pouze
pro oblast platnosti Hookova zdkona, pro niz byla odvozena rovnice (68). Je
to oblast pruzného vzpéru. Poté nasleduje oblast pruzné-plastického vzpéru.
Kontrola nosniku namahaného na tlak a vzpér je pfedepsana normou. Rozho-
dujici veli¢inou pro nutnost kontroly na vzpér je hodnota Stihlosti nosniku
definované vyrazem A\ = I;1/S/J,. Je-li A>10, je nutnd kontrola na vzpér.
Podrobnosti 1ze nalézt v odborné literatuie (napt. [3], [8]).

4.8 Ulohy ke kapitole 4

19. Geometrické charakteristiky dutych profila
a) Vypoctéte kvadratické momenty (polarni a osovy) a prufezové moduly v kru-
tu a ohybu prifezu ve tvaru mezikruzi.
b) Vypoctéte kvadratické osové momenty a prufezové moduly dutého obdél-
nika. Rozmeéry prufezi jsou vyznaceny na obr. 44.

0 & ha| ha 0 z
dl bl
dg bz

v by

Obr. 44 K vypoctu geometrickych charakteristik

20. Navijeni dratu
Ocelovy drat o priméru d = 2,00 mm se naviji na buben o priméru D =
= 900 mm. Vypoctéte nejvétsi napéti, které pritom v dratu vznika.

21. Ocelové svinovaci pasmo

Na jaky nejmensi polomér lze svinout ocelové méfici pasmo, které ma tloustku
h = 0,15 mm, nema-li dochazet k jeho trvalé deformaci? Mez pruznosti pouzité
oceli g, = 350 MPa, E =2,1-10'! Pa.

22. Osa vodici kladky

Vypoctéte primér d osy vodici kladky podle obr. 45, je-li ddno: a = 200 mm,
[ = 500 mm, F = 3500 N, ocel 11 370 (ox; = 200 MPa), mira bezpecnosti
k= 2.0.
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Obr. 45 Vodici kladka

23. Priuhyb nosniku

Vypoctéte maximalni prihyb nosniku délky [ uloZeného na koncich na pevné
a posuvné podpore a zatiZeného uprostied osamélou svislou silou F. Je déna
tuhost v ohybu FE.J, = konst. Napovéda: k TeSeni vyuzijte vysledek (67) pro
krakorec.

24. Uréeni Youngova modulu z prihybu nosniku

Vyuzijte vysledku tlohy 23 k urceni Youngova modulu z pruhybu tyce zaté-
Zované uprostfed zdvazim o hmotnosti m = 2,00 kg (pfesné). Opakovanym
meéfenim na ocelové ty¢i o délce | a obdélnikovém prufezu (Sitka b, vyska h)
byly ziskdny tyto hodnoty (jsou uvedeny i chyby pouZitych méridel):

[/mm 999,5 | 1000 | 999,5 | 1000 | 1000,5 | ocel. pasmo, chyba £0,5 mm
b/mm 19,8 | 19,7 19,9 | 20,1 20,0 | posuv. mér., chyba +0,05 mm
h/mm 5,97 | 5,99 6,00 | 6,01 5,99 | mikrometr, chyba +0,01 mm
Y /mm 5,41 | 5,40 5,42 | 5,40 5,41 | indikator, chyba 40,005 mm

Urcete hodnotu E a jeji chybu (vyuzijte text [9]).
25. Pruhyb tyce vlastni tihou

Odvodte rovnici ohybové ¢ary a vypoctéte nejvétsi prithyb ocelové tyée kruho-
vého prifezu o pruméru d = 20,0 mm a délce [ = 5,00 m pisobenim vlastni
tihy. Ty¢ je podeprena na koncich. Jaké bude nejvétsi napéti v tyci? Hustota
ocele je 0=7.85-103kg-m™3, £ =21-10" Pa.

26. Vzpér trubky

a) Vypoctéte Eulerovu kritickou silu pro leSenafskou trubku délky | = 4,00 m.
Jeji prifez mé tvar mezikruzi (d; = 41,0 mm, dy = 48,0 mm). K vypoctu
kvadratického momentu vyuZijte vysledek al. 19. E = 2,1 - 10! Pa.

b) Jaka bude v trubce p¥ipustnd tlakova sila pfi mife bezpecnosti ky, = 3,0 a
jaké bude v trubce napéti?

¢) Z lesenétskych trubek délky [ = 4,0 m zhotovime stojan, jehoz hrany budou
tvofit ctyrstén. Jaké bfemeno mizeme zavésit do jeho vrcholu, aby nebyla
prekrocena pfipustnd sila podle bodu b)?
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5 RESENI ULOH

1. Pevnostni podminka

2mg
nd?

A

k
— = d=
k Okt

a) Frekvence zakladniho ténu

1 F 1 /o
= —, —=_,/Z = 41?29 = 1420 MP
21\ oS 2z\ﬁ = o=41" 0 MPa,

napinajici sila
F = 4?1220 = 69,7 N.
ol

_ 32
b)Al—E Zf = 2,20 mm.

3. Uzitim Pythagorovy véty a po zanedbani €2 oproti ¢ dostaneme vztah §2 =
= [%¢/2. Z Hookova zdkona pak plyne

262
op = l—zE:58,5 MPa, o.=0+ 0p, =1480MPa.

4. a) 0 = iz = 9,55 MPa,
o

b) o' =0 + Ea(t —t') = 133 MPa, F’ = o’ = 418 N.

4F_ ARl 1pll _IAd
/
6. tmin = K = 7,96 mm. Volime ¢t = 8,0 mm.

ndopd

a) Na element d¢ ve vzdalenosti £ od konce pusobi sila Fy = pgé, ktera
zpusobi jeho prodlouZeni. Celkové prodlouzeni dostaneme integraci

2
Aly = £ ac /5 dé = 2él5—440mm.

b) Prodlouzeni lana a nejvétsi napéti bude

mgl

Al = — 7S

+ Alp =1109 mm, omax = = (m+ pl) = 136 MPa.

Wnlw
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8. Aby krouzek zachytil osovou silu F,, musi vzniknout ve stykové plose po

nalisovani tlak
F,

2nrbf
Déle postupujeme jako v prikladé 3 s tim rozdilem, Ze element odstiedivé sily

nahradime elementem radidlni sily dF, = pbrda. Pak vnitini obvodova sila
bude

p:

F,
F = pbr =
por 2nf

a napéti v pri¢ném fezu o plosném obsahu bh musi spliiovat pevnostni pod-
minku

F  F_op K'F,
bh  2mfbh - K S onfbog, o0

Potfebny minimalni presah uréime z Hookova zakona:

Apin = % — 1%t _ () 026 mm.

Potiebné minimalni ohfati At = % =65 °C, tedy na teplotu 90 °C.

9. Predpokladame, ze pri padu zavazi se cela potencidlni energie tihova trans-
formuje na deformacni energii (11) pfi tahu, tedy

o2 1 |/2mghFE
U =mgh = —mr?l > —
mg 2ETW = r2z o <

= 22,9 mm.

Volime 2r = 46,0 mm. Pak skute¢né dynamické napéti pti dopadu zévazi bude
odyn = 199 MPa, kdezto statické napéti jen ostar = % = 0,118 MPa, tedy
Odyn/Ostat = 1690.

10. Po zavéSeni zavazi se drat protdhne o 2Al (obr 46a). Ze stiedu dratu vy-

jmeme element podle obr. 49b. Vnit¥ni sily, které na néj ptisobi, musi byt
v rovnovaze s tihou zavazi mg (obr. 46¢).

a) Z geometrické situace (obr. 46a) pro Al <<l je

sma = 2A a,
l—i—Al ~

Protazeni dratu silou Fy urc¢uje Hooktv zakon T E?S” Fo> F.
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Z rovnovéhy sil (obr. 46¢) pro malé hly plyne mg = 2a(F + Fp).

Odtud dosazenim za o a Al/l dostaneme mg = 2 %(Fo +F).
Reseni vede na obtizné fesitelnou rovnici tfetiho stupné pro Fy. Budeme-li

predpokladat F' < F, mutzeme v zavorce F' zanedbat a silu Fj snadno urcit:

Fy = 53/ES(mg)? =499 N

(Vysledek spliiuje piedpoklad F < Fy.)

_ o+l ~la =120 _gs/mg _
b) o, = 5 =168 MPa, c¢)d~la=1 ES_l Fo — 98,4 mm.
b)

F+Fy

Obr. 46 Svisle zatizeny drat a sily v ném pusobici

11. a) Frekvence zdkladniho ténu struny je vyjadfena vztahem

_v_1Jo
h=g5=9 0"

Upravou dostaneme o = 41%fZ0 = 976 MPa.

b) Pfi napinani struny dojde k jejimu prodlouzeni podle Hookova zdkona

a:st:%E.

Zahi4tim se struna délky [ prodlouzi o Ayl = laAt a o tuto hodnotu se tedy
zmensi deformace tahem. Napéti struny se zmensi na

o = ME =0 — FaAt = 976 MPa — 33 MPa = 946 MPa

/
a frekvence struny poklesne na f{ = 2l“ / % =433 Hz.

12. Hlava zavésu je namahana v plose S; = nhd na smyk. Pevnostni pod-

‘ F Okt « « sy « Tﬁdz /1.2
< — < — S e — ~ namahan na
minka 7 = Thd = d — kj\/g oucasne je P na plose 52 4
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<% Odtnd din = 2 FE 140 mm;
MOkt

kF\3

nd Okt

tah. Pevnostni podminka o = %
volime d = 15 mm. Z prvni podminky pak hApi, =
h = 6,0 mm.

13.d = M = 5,0 mm.
\/ T“nRopy
14. d2= ¢ 4280P = 27,2 mm; volime d = 30 mm.
TNnT1q

15. Pii nahlém zastaveni se celd kinetickd energie setrvacniku transformuje
na deformacni energii pii krutu, pfiéemz pro dovoleny moment musi platit

4
My <mqgWy = Td;']p, kde Jp = T

2

g™ 2 <T21Jpl _ 13mr?l N — 30 l — 0.97 min—!
30) =726 T " 2G Mmax = JUITdy [ 5y = @ i

16. Kroutici moment My = mgR/10; thel zkrouceni a maximalni napéti:
_ mgRI
¥ = 5rGrt
2d* fGy
161

= 5,7 mm. Volime

. Z (40) plyne podminka

mgR _
£ =199 MPa.

= 0,150 rad = 9,170, Tmax =

_ pGd

17. P = =519KW,  Tnax = L57° = 135 MPa.

18. Ap = %ﬁl = 0,256 rad = 14,6°.

19. Podle principu superpozice odeCteme kvadraticky moment vnitini ¢asti
profilu; u mezikruzi dale plati vztah J, = 2J,.

Mezikruzi: J
T T
Jpzﬁ(dgfdéll)v JZ:7P:6_4(d%7d‘ll)’
2J, T 4 on 2J, T 4 on Wy
Wi do 16d2( 2 1)a w. do 32d2( 2 1) 2
Duty obdélnik:
1 1
Jo = (b~ babY) .y = o (hab — hb}).
2J 1 2J 1
L =2 = —(bohj — b1 13 ==Y = — (hob3 — hb3).
w ho 6h2( 21t 1 1)7 Wy by 6b2( 2V2 1 1)
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20. Polomér kiivosti neutralni vrstvy je o = D/2. Z toho plyne ohybovy mo-

E wro M 2Er _
ment M = _EJZ a napéti: o = er = = 467 MPa.
21. R= Lh = 45 mm.
20,
22. Maximalni ohybovy moment je v misté kladky: M. = CLT\/E(Z —a)F,

=39,3mm, volime d=40mm.

d> io,/?)Q\/ik:(l —a)aF

ﬂlgkt

23. Problém pievedeme na FeSeni krakorce podle obr. 47. Do vyrazu (67) do-
sadime za [ hodnotu [/2, za F' hodnotu F'/2 a dostaneme

_FP
AT ARET,

w\m%
2
%

Obr. 47 Y,

K vypoctu prithybu nosniku 3% ,_-max

na dvou podporach 2
24. 6 = /62 + 62, 4, ...nédhodna chyba, dy, ...chyba méfidla,
1=(999,9 £+ 0,6) mm, b= (19,90 + 0,09) mm, h = (5,992 + 0,013) mm,

Y = (5,408 4 0,007) mm,

VyuzZijeme zévér feseni tlohy 23, pficemz J, = bh3/12:

-3 -3 -3
vy fL_ FL L g L 5118.10" Pa,
IR’ 4Ebh AYDh
48E7

2
%) = 0,018 - 10! Pa,

~Ik
N———
[\
+
A~
SHRS
N———
[\
+
A~
w

=) (¥

E = (2,1240,02) Pa.
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25. Jde o nosnik zatizeny spojitym zatizenim (obr. 48) o délkové hustoté

d2
q= %99224,2N-m_1.

Ohybovy moment M = —%(l —x)T.

d?y

Rovnice ohybové ¢ary a jeji integrace jsou EJZW = —%(lx —2?),
dy g (lz2 28 q (lz® 2t
Jo) M L . ELy=-3(%_ T :
de 2(2 3 + C J 5\ 5 5 + Crax + Cs

Z okrajové podminky, Ze pro z =1/2 je dY/dx =0, plyne C; = ql®/24.

Z okrajové podminky Y = 0 pro « = 0 plyne Cy = 0. Ohybova ¢ira ma
rovnici

- (Pz — 2123 +2%);  Yipax = 5ql% pro x = ! .
24FJ, ’ ¥ 384EJ, 2
. , , TEd4 -9 4
Kvadraticky osovy moment J, = 1= 7,85-1077 m*.

Maximéalni prihyb Yiax = 119 mm.

2 2
|Mmax| — ql d — 4ql — 96,3 MPa.

Nejvétsi napéti je pro x =1/2: o = 167, = =d® =

Q
=

o |
—
—
-
-
a—
-
-
-
a—
m—
-
i
-
a—
a—
-
-
-
a—
m—
-
-
-
a—

[N

Obr. 48 Nosnik se spojitym zatizenim Y

4
o TEd% d1 o 7 4 o TEQEJZ o
26. a) sz6—4 [1 (d—2> ] =122-10""m*, Fi= 2 =158 kN.
Fi, o= 4F

ky - n(dz —di)
c¢) Mezi tithovou silou G zavéSeného biemene a velikosti sily F' v kazdé ze t¥i
trubek odvodime uzitim geometrie éty¥sténu vztah G = Fv/6. Biemeno mize
mit maximaln{ hmotnost M.y = FV6 /g =1320 kg.

b) F =

=5270N, = 10,8 MPa.
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Priloha

Tabulka I

Youngtv modul E, modul pruznosti ve smyku G,
Poissonovo ¢islo p a teplotni soucinitel delkové roztaznosti «

(podle [3] a [4])
Material E/MPa G/MPa L a-10°K~!
Ocel (2,10 = 2,20) - 10° | (7,9 ~8,1-10% [0,29 +-0,30| 1216
Seda litina (0,75 = 1,1) - 10° | (3,0 = 5,5) - 10* 0,25 9
Méd (1,10 = 1,18 - 10° 4,4 -10* 0,35 14
Bronz 1,1-10° 4,2 -10* 0,25 15
Mosaz (8+9)-10* 3,510 0.25 18
Hlinik a jeho slitiny | (6,9 + 7,0) - 10* 2,7-10% 0,33 23
Hot¢ik a jeho slitiny 3,4-10% 1,4-10* 0,20 = 0,30 26
Zinek (8,3+9,1)-10* |(3,2=3,3)-10* 0,27 36
Olovo 1,7-10* 6,0-10% 0,45 29
Sklo (6+7)-10* 2,4 -10* 0,23 5=+8
Bakelit 5.10% 2.-10* 0,25 —
Celuloid 3,9-10° 1,5-10% 0,35 —
Polyethylen 235 85 0,38 —
Polystyren 3,4-10° 1,3-10% 0,33 —
Plexisklo 2,1-10° 800 0,35 —
Dievo ve sm. vldken 1,2 -10* 5,0-103 — 4+9
Drevo naptic¢ vldken 2,7-10° — — —
Pryz 8 = 20 7+3 0,50 —
Beton (1,5 +2,5-10* 8,0-10° 0,13 10 = 14
Cihlové zdivo 2,7-10° — — —

Tabulka II

Mechanické vlastnosti nékterych konstrukénich oceli

Oznaceni podle CSN

Mez kluzu oy, /MPa

Pevnost v tahu opt /MPa

11340 (10 340)
11370 (10370)
11500

11600

12050

13251 (pruzinova)

180 az 210
200 az 240
260 az 290
300 az 340
400
980

340 az 420
370 az 450
500 az 620
600 az 720
650 az 800
1150 az 1500
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Tabulka III

Mechanické vlastnosti nékterych kiehkych konstrukénich materiala

Pevnost v tahu

Pevnost v tlaku

Pevnost v ohybu

Material opt/MPa, opd/MPa Opo/MPa,
Seda litina 4224 12 120 500 280
Seda litina 4224 24 240 950 430
Beton (1,3 az 3,5) 5 az 35 1,3 az 3,5
Cihla (0,2 az 4) 7.4 az 30 0,2 az 4
Zula 3 120 az 260
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