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1 Uvod

V nebeské mechanice ¢asto studujeme pohyby relativné malych téles v radi-
alnim gravita¢nim poli osamoceného télesa s mnohonasobné vétsi hmotnosti.
Nejvétsi planeta Sluneéni soustavy — Jupiter — ma hmotnost 1 050krat mensi nez
Slunce. Hmotnosti ostatnich planet, planetek, komet a meteori jsou v porov-
nani s hmotnosti Slunce zcela nepatrné. Hmotnost Mésice je priblizné 81krat
mensi nez hmotnost Zemé. Nékteré velké mésice ostatnich planet maji sice
hmotnosti srovnatelné s Mésicem Zemé, ale v porovnani s hmotnostmi planet,
kolem kterych obihaji, jsou také nepatrné. Uméla kosmické télesa vyslana do
vesmiru ¢lovékem v tomto srovnani predstavuji jen nepatrna zrnka hmoty.
Pohyb malého télesa v gravitaénim poli osamoceného télesa s mnohona-
sobné vétsi hmotnosti muzeme nejsnaze vysetfit ve vztazné soustaveé, jejiz po-
catek lezi ve stiedu velkého télesa a souradnicové osy smétfuji ke vzdalenym
hvézdam. Pritom dosdhneme dosti presnych vysledki, budeme-li tuto vztaz-
nou soustavu povazovat za inercidlni (coZ ve skute¢nosti neni nikdy presné
splnéno) a zanedbame-li gravita¢ni piisobeni vSech vzdélenych velkych téles a
jinych malych téles, kterd se soucasné nachézeji v okoli.
Velka kosmické télesa — hvézdy a pla-
nety — maji kulovy tvar. Gravita¢ni pole
v okoli takového télesa je stejné, jako kdyby
se celd jeho hmota nachézela v jeho stfedu. D
Je-li M hmotnost centralniho télesa, m
hmotnost obihajictho malého télesa a r
jeho vzdalenost od stfedu centralniho té- '
lesa (obr. 1), ptisobi na malé téleso pfitaz-
liva gravitacni sila o velikosti
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kde 3 = 6,674- 10711 N-m?2 - kg2 je gra-
vitacni konstanta.
V prvnim roé¢niku st¥edni skoly jste studovali pohyb v radidlnim gravita¢nim
poli, ktery se uskutecioval po ideédlni kiivce — po kruZnici. Gravita¢ni sila
udélovala obihajicimu télesu dostiedivé zrychleni aq stalé velikosti. Z rovnosti
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jste odvodili vztahy pro vypocet velikosti rychlosti v, doby obéhu T" a poloméru



trajektorie r:
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Podminka Fyy = F,; = konst. nebyva u pfirozenych obéznic Slunce ¢i planet
presné splnéna a jeji splnéni u umélych kosmickych téles je obtizné, nebot to
vyzaduje velkou pfesnost pri udéleni rychlosti i pfi nastaveni poloméru trajek-
torie. Proto se vétsina prirozenych i umélych téles pohybuje kolem centralniho
télesa po jiné periodicky se opakujici trajektorii — po elipse.

Ulohy

1. Mezinarodni kosmicka stanice ISS se pohybuje ve vysce 380 km nad Zemi.
Vypocitejte jeji rychlost a dobu obéhu. Zemi povazujte za homogenni kouli
o poloméru R, = 6370 km a hmotnosti M, = 6,0 - 10** kg.

2. V jaké vysce nad rovnikem se nachézeji staciondrni druZice, jejichz doba
obéhu je hvézdny den = 86 164 s? Polomér rovniku je 6 378 km.

3. Zemé se pohybuje okolo Slunce po pfiblizné kruhové trajektorii. Stiedni
vzdalenost Zemé od Slunce je 1 AU = 1,496-10'! m a jeden rok ma pfiblizné
3,156 - 107 s. Vypocitejte z téchto tidajit hmotnost Slunce.



2 Geometrie elipsy

Budete-li chtit rychle zobrazit elipsu, pouzijte kapesni svitilnu, jejiz svételny
tok je omezen rotac¢ni kuzelovou plochou. Svitite-li kolmo na sténu, je osvétlena
plocha ohranicena kruznici. Naklanénim osy svételného kuzele dostavame stale
protahlejsi elipsy, pak v jedné poloze parabolu a potom nasleduji hyperboly
(obr. 2).
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Zafixujte svitilnu v poloze, kdy je osvétlend plocha ohranic¢ena elipsou, ob-
kreslete si elipsu na papir a vystfihnéte ji. Pfelozenim se mizete presvédcit, ze
je symetrickd podle dvou os AB a CD, které jsou navzajem kolmé a protinaji
se ve stfedu elipsy S (obr. 3). Delsi hlavni osa o délce 2a spojuje hlavni vrcholy
A, B, krat$i vedlejsi osa o délce 2b spojuje vedlejsi vrcholy C, D. Vezmeme-li
do kruzitka délku hlavni poloosy a a z vedlejsiho vrcholu pfetneme hlavni osu,
dostaneme ohniska elipsy F}, F». Jejich vzdalenost e od stfedu elipsy se nazyva
vystiednost (excentricita) elipsy. Plati

a’? =b% 4 €2, e=+va?—b2. (4)

. e Ci e o . .
Podil ¢ = , Senazyva Giselnad vystiednost (numerickd excentricita) elipsy.

Soucet vzdalenosti kteréhokoliv bodu elipsy od ohnisek Fi, F5 je roven délce
hlavni osy. Z toho vychéazi bodova konstrukce elipsy podle obr. 4. Zvolime-li na
hlavni ose bod X7 a sestrojime oblouky o polomérech |AX;| a |BX1| se stiedy
v ohniskéach elipsy, dostaneme bod X a dalsi tfi body soumérné sdruzené k bodu
X podle os a stfedu elipsy.

Zvolme pocatek soustavy soufadnic ve stfedu elipsy a osy x a y v hlavni a
vedlejsi ose elipsy. Pak pro libovolny bod X = [z, y] elipsy plati

| X|+ |FBX[=(x+e?+y?>+/(z—e)?+y? =2a.



Umocnénim této rovnosti a algebraickou tpravou dostaneme

Vie+e)?+ 92/ (@—e)? +y2 = 24" — (2 + 3y + &)
a dalsim umocnénim a tpravou dojdeme ke vztahu
2

(a2 —62).1‘2 +a2y2 — a2(a —62),

ktery mizeme upravit na rovnici elipsy v osové poloze:
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Obr. 4 Obr. 5

Oblouky elipsy v okoli vrcholtt miizeme nahradit oblouky oskulacnich kruz-
nic, jejichz stfedy K;, K2 nalezneme jednoduchou konstrukci podle obr. 5.
Z podobnosti trojuhelniki AASC ~ AHAK; ~ AKy;CH uréime poloméry
oskulac¢nich kruznic g1 a 0s:

a_ o 2P a2 (6)

Elipsu v osové poloze mtzeme ziskat také z kruznice o poloméru a, jestlize
soufadnice y bodl zmensime v poméru b : a (obr. 6). Zavedenim excentrické
anomdlie E dojdeme k parametrickym rovnicim elipsy v osove poloze:

r=acosE, y=>bsinE, E€<0,27r).‘ (7)
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Pii popisu pohybu hmotného bodu
v radidlnim gravita¢nim poli c¢asto vo-
lime pocatek souradnicové soustavy v oh-
nisku a pouzivame poldrni soutadnice r, .
Zvolime-li pdl v ohnisku F5 a polarni osu
F5B podle obr. 7, plati

vV (2e +rcosp)? + (rsing)2 =2a—r.

Upravou dostaneme Obr. 7

r(a 4 ecosp) =a? — e = b2,
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Parametr p je roven poloméru p; oskulacni kruznice v hlavnim vrcholu, ¢ je
¢iselna vystrednost.

Ulohy

1. Narysujte elipsu, jestlize a = 5 cm, b = 3 cm. Ndvod:
a) Narysujte osovy kiiz a podle obr. 3 sestrojte ohniska Fy, Fb.
b) Podle obr. 5 nahradte elipsu v blizkosti vrchold oblouky oskulac¢nich
kruznic.
¢) Bodovou konstrukei podle obr. 4 naleznéte v kazdém kvadrantu nékolik
bodu elipsy ve vétsi vzdalenosti od vrchold.



d) Propojte oblouky oskula¢nich kruznic pfes body uréené bodovou kon-
strukci pomoci kfivitka.

. Elipsa z pfedchézejici alohy je umisténa v osové poloze. Bod X = [3 cm, 7]
elipsy lezi v prvnim kvadrantu.

a) Vypoctéte vystfednost e a éiselnou vystfednost ¢ elipsy.

b) Urcete excentrickou anomalii bodu X.

. Stejnou elipsu s timtéz bodem X popiste pomoci polarnich soutadnic zave-
denych podle obr. 7.

a) Napiste rovnici dané elipsy v poldrnich soufadnicich.

b) Urcete soufadnice r a ¢ bodu X.



3 Keplerovy zakony

Zakladni poznatky o pohybu planet po eliptickych trajektoriich okolo Slunce
objevil Johannes Kepler (1571 — 1630). Formuloval tfi zdkony, které vyplynuly
z rozboru velmi pfesnych zaznamt o polohach planet, které provadél po dlouha
léta dansky astronom Tycho Brahe (1546 — 1601). Oba se setkali v Praze ve
sluzbach cisafe Rudolfa II., velkého pfiznivce astrologie. Prvni a druhy zdkon
uverejnil Kepler r. 1609:

Planety se pohybuji okolo Slunce po elipsach malo odlisnych od
kruznic, v jejichZ spoleéném ohnisku je Slunce.

Obsahy ploch opsanych pruvodic¢em planety za jednotku ¢asu jsou
konstantni.

K nim pfidal r. 1619 tfeti zakon:

Pomér druhych mocnin obé&Znych dob dvou planet se rovna po-
méru tfetich mocnin velkych poloos jejich trajektorii:

T2 CL3
=g 9)
T as

Zpusob, jak Kepler dospél k uvedenym zakontm, si mizeme velmi zjedno-
duseneé vysvétlit podle obr. 8, kde jsou v urc¢itém méritku zobrazeny trajektorie
Zemé a Marsu.

trajektorie
Marsu

trajektorie
Zemé

Obr. 8

Trajektorie Zemé, Marsu i ostatnich planet lezi pfiblizné v téZe roviné a
vS8echny planety obihaji Slunce v témze smyslu. Zemé obiha kolem Slunce s pe-



riodou T, = 365,24 d a Mars s periodou T, kterou za chvili vypocteme, pri-
mérnymi thlovymi rychlostmi

21 2T
= — Wy = —.
T’ T,

P1i pozorovani Marsu z pohybujici se Zemé nemtizeme piimo urcit siderickou
(skutecnou) dobu obéhu Marsu 7', ale snadno zjistime synodickou dobu obéhu
Ts = 779,94 d, tj. primérnou dobu mezi dvéma opozicemi Marsu (okamziky,
kdy se Mars nachézi pfesné na opac¢né strané Zemé neZ Slunce). Pozorovateli
na Zemi se pohyb Marsu jevi, jako by probihal priimérnou thlovou rychlosti

21 2r 27
= — = 7 — m= - — —/ . 1
T W, —w T T (10)

Z toho urc¢ime siderickou dobu obéhu Marsu jako

Ws

T
T T, -1,

Zobrazme nejprve v urcitém méfitku trajektorii Zemé, kterd ma témér
pfesné tvar kruznice, a na ni polohy Zemé Z; v Gase t1 a Z{ v Case t] = t; +kT,
kde kT je celistvy ndsobek periody Marsu. Zobrazme také polopfimky s; a s/,
na kterych vidime Mars z bodl Z; a Z] v ¢asech t; a t}. Protoze polohy Marsu
se opakuji s periodou T', nachdzi se Mars v ¢asech ¢; a t] v tomtéz bodé M,
ktery nalezneme jako prusecéik polopfimek s; a s;. Opakovanim popsané kon-
strukce pro dalsi dvojice Cast to, th; t3, t5 ... miZzeme postupné vymodelovat
celou trajektorii Marsu.

Popsanym zpisobem vysetfil Kepler pohyby vSech tehdy znamych planet
a odhalil vyse uvedené zakony. Znal ovSem jen pomérné velikosti eliptickych
trajektorii. Jejich skuteéné rozméry bylo mozno vypocitat az po r. 1672, kdy
Cassini trigonometrickym méfenim uréil vzdilenost Zemé a Marsu.

Keplerovy zakony popisuji, jak se pohybuji planety, ale nevysvétluji, pro¢
se tak pohybuji. Tento problém vyfesil az Isaac Newton (1642 -1727), ktery ob-
jevil gravita¢ni zakon, sestavil pohybovou rovnici hmotného bodu v radidlnim
gravitacnim poli a jejim resenim Keplerovy zakony odvodil.

Vratme se nyni k prvnim dvéma Keplerovym zdkont. Obsah plochy AS
opsané pravodi¢em planety za kratkou dobu At uréime jako obsah trojihelnika
uréeného pruvodi¢em r a vektorem vAt, kde v je okamzitd rychlost planety
(obr. 9). Jestlize oba vektory sviraji thel a, plati

AS = %rvAt sin .

T =687d=1881r. (11)

Podil



AS rusina

udava obsah plochy opsané pruvodicem za jednotku ¢asu a nazyvame jej plosnd
rychlost planety. Podle 2. Keplerova zakona je pro danou planetu konstantni.
Pohybuje-li se planeta po eliptické trajektorii s délkou hlavni poloosy a a excen-
tricitou e, délka privodice i tthel o se méni. Proto se méni i velikost okamzité
rychlosti planety. Nejvétsi je rychlost v, v periheliu, kdy je vzdalenost planety
od Slunce r, = a—e, a nejmensi v aféliu, kdy plati r, = a+e. V obou pfipadech
je o =90° (obr. 10).

. 1 1 Up _Ta _a+te
Z rovnosti SUpTp = 5Vala plyne % 7, a—e (13)
vAt
Va
a—e a+e
S
Yo
Obr. 9 Obr. 10

Keplerovy zakony plati nejen pro pohyb planet a dalsich téles — planetek,
komet, meteort — okolo Slunce, ale i pro pohyb mésicii a druzic v blizkosti
planet, kdy ovSem roli centralniho télesa pirebira dané planeta.

Ulohy

1. Obézna doba Marsu je T' = 1,881 r a Ciselnad vystfednost jeho trajektorie
e = 0,093 39.

a) Urcete délky poloos jeho trajektorie.

b) Urcete vzdalenosti Marsu od Slunce v periheliu a aféliu.
c¢) Urcete pomér rychlosti Marsu v periheliu a aféliu.

2. Trajektorie Pluta ma délku velké poloosy a = 39,5 AU a zna¢nou dcisel-
nou vystiednost € = 0,248. Trajektorie Neptuna ma ptiblizné tvar kruznice
o poloméru 30,1 AU. Vypocitejte vzdalenost Pluta od Slunce v periheliu a
porovnejte ji s polomérem trajektorie Neptuna.

10



3. Trajektorie planetky Apollo mé délku hlavni poloosy a = 1,471 AU a ¢isel-
nou vystrednost € = 0,560.

a) Urcéete dobu obéhu a vzdalenosti od Slunce v periheliu a aféliu.

b) Urcete velikost vedlejsi poloosy trajektorie a do spoleéného obrazku
v méfitku 1 AU=5 cm zakreslete trajektorii Zemé jako kruznici o po-
loméru 1 AU a trajektorii planetky.

(Obé ktivky na obrazku se sice protinaji, ale rovina skute¢né trajektorie planetky
Apollo je od roviny ekliptiky odchylena o 6,35° a planetka proto Zemi nemtize
zasdhnout.)

4 Mechanicka energie télesa na eliptické tra-
jektorii

P1i pohybu hmotného bodu po eliptické trajektorii se méni jeho okamzita rych-
lost i vzdalenost od stfedu centralniho télesa. Méni se tedy i jeho kineticka a
potencialni energie, ale celkovd mechanicka energie zstava konstantni. Vztah
pro vypocet kinetické energie zname:

By = %mv2 ,

kde za v dosazujeme velikost okamzité rychlosti. Vztah pro vypocet gravitacni
potencidlni energie Eye télesa o hmotnosti m v radidlnim gravita¢nim poli
télesa o hmotnosti M nyni odvodime.

Prace, kterou musime vykonat, abychom téleso m
0 hmotnosti m posunuli ve sméru pruvodice ze vzda- M T
lenosti 71 od stfedu centralniho télesa do vzdalenosti "
ro (obr. 11), je rovna pfiristku jeho gravitaéni po-
tencialng .
enciilni energie Obr 11
Wi = Epg2 - Epgl = Fp(r2 - Tl) ) (14)
kde F}, je velikost primérné sily, kterou musime pusobit:
Mm Mm Mm
Flz% P FQZ%—Q, Fp: FlFQZ% .
1 r5 T17T2
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Po dosazeni

Mm Mm Mm ( Mm)
(ro—r1) = — = —x — = .

Epg2 — Epg1 =
T1T2 T1 T2 T2

1

Pfi popisu pohybt v radidlnim gravitacnim poli je vyhodné zvolit potencialni
energii v nekonecné vzdalenosti za nulovou. Pak je ovSem v konecné vzdalenosti
zaporna a plati

Mm

FEoe = —3
Pg r

(15)

Uzitim vztahu (13) a zdkona zachovani energie odvodime vztah pro vypocet
velikosti okamzité rychlosti v kterémkoliv bodé eliptické trajektorie. Vyjdeme
ze soustavy rovnic

2 = —_— 16
K P e (16)
1 Mm 1 5 Mm

Sl — = “m?— 17
R I — 9" a+e (17)
1 M 1 M
§mv2 —x Tm = §mv§ - jne (18)
Dosazenim z (16) do (17) a upravou dostaneme
xM a+e
= Z= 19
Up 0 a—e (19)

a po dosazeni do (18) a pfislusnych tpravach

. %M(zl). (20)

r a

Pomoci vztahu (19) mizeme vyjadiit plosnou rychlost jako

1 - M 1 M
w:—rpvp:a e\/% a+e__\/% (a2 — €2),

2 2 a a—e 2 a

(21)
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Ulohy

1. Jak velkou praci museji vykonat motory rakety, aby vynesly druzici o hmot-
nosti 1500 kg do vysky 630 km a udélily ji rychlost potfebnou pro pohyb
po trajektorii tvaru kruznice?

2. Urcete gravitacni potencialni energii t€lesa o hmotnosti 1 kg, které se na-
chézi na povrchu Zemé. Uvazujte jen gravitacni pole Zemé a energii pova-
zujte za nulovou pro r — oo.

3. Jakou pocatecni rychlost bychom museli udélit télesu v tésné blizkosti Zemé,
aby se trvale vzdalilo z dosahu jejiho gravita¢niho ptisobeni?

4. Halleyova kometa prolétla naposled okolo Slunce r. 1986 a vrati se opét
za 76,1 r. V periheliu byla od Slunce vzdalena 0,587 AU. Uréete rychlost
komety v periheliu, plosnou rychlost a obsah plochy omezené jeji trajektorii.

5. P1i letu kosmické sondy k jinym planetdm mi-
zeme téméi po celou dobu letu zanedbat gravi-
ta¢ni ptsobeni planet a prihlizet jen ke gravitac-
nimu pusobeni Slunce. Energeticky nejvyhodnéjsi
je tzv. Hohmannova trajektorie, ktera se dotyka
trajektorie Zemé v misté startu a trajektorie pla-
nety v misté pristani. Tato mista musi leZet na
opacnych stranich od Slunce. Na obr. 12 je zna-
zornéna Hohmannova trajektorie pro let ze Zemé
na Jupiter. Obr. 12
a) Uréete dobu letu.

b) Urcete rychlost sondy po opusténi oblasti, kde pfevlada gravitaéni piso-
beni Zemé, a pred vstupem do oblasti, kde prevlada gravitaéni ptisobeni
Jupitera.

c¢) Porovnejte rychlosti uréené v ikolu b) s rychlostmi Zemé a Jupitera.

Trajektorie Zemé a Jupitera povazujte za kruznice o polomérech 1 AU a
5,2 AU. Doba obéhu Jupitera je 11,86 r.

13



5 Vypocet rozméru eliptické trajektorie a doby
obéhu z okamzitého pohybového stavu té-
lesa

V okoli pericentra (perihelia, perigea, ...) pro-
bihd pohyb télesa jako rovnomérny pohyb po
oskula¢ni kruznici o poloméru g1, zptsobeny do-
stfedivou gravitacni silou Fy (obr. 12). M4 pfitom
plosnou rychlost

w — UPQTP
Z (1), (4) a (6) plyne
M mu2 mvla
Fg—%zm:mad:—p— 2p ,
7“p 01 b
2,2
viAr
b? = p]\; =a’—e? = a2—(a—7“p)2 = 2arp—7“l2).
P
Upravou dostaneme
Tf, n M
a= 022 M 2\
2, — 2B o ZE _
Py M Tp 2
t? Obr. 12
a w
2 — 2.2 _ .
%M,Uprp 9 w M U}%
Ty 2
Zavedme substituci )
p=Y% =M
2 Ty

Vyraz D mé jednoduchy fyzikdlni vyznam, ktery odhalime jeho tpravou na

tvar
1 2 4 Mm

p
2 P ™

m

Je to celkova mechanické energie obihajiciho télesa pfi jeho pruletu pericen-
trem délena jeho hmotnosti, tedy mérnd mechanickd energie. Podle zadkona
zachovani energie se ovSem celkova mechanicka energie béhem obihani neméni
a muzeme ji vypocitat z polohy a okamzité rychlosti v kterémkoliv bodé tra-
jektorie. Z odvozeni je také ziejmé, ze pri pohybu po eliptické trajektorii je
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celkova mechanickd energie obihajiciho télesa zdpornd (jinak by vyslo a < 0).

Také plosna rychlost w je béhem pohybu konstantni a mizeme ji vypocitat
v kterémkoliv bodé trajektorie podle vztahu (12). Zndme-li tedy v nékterém
okamziku vzdalenost r obihajiciho télesa od centralniho télesa, velikost oka-
mzité rychlosti v a tthel «, ktery sviraji vektory r a v, mizeme vypocitat délky

poloos eliptické trajektorie pomoci vztaht

»x M [ 2 v2 xM vrsin o
a—_—QD, b—w _—D, kde D—?—T, w = 2 .

Dobu obéhu vypocitame, kdyz plochu elipsy délime plosnou rychlosti:

Dosazenim ze vztahu (21) dostaneme

T — 4m2a? T_2 42
o »x M’ a® M’

(22)

(23)

(24)

coz souhlasi se vztahem (3) pro vypocet periody télesa na kruhové trajektorii

a upfestiuje 3. Kepleriv zékon (9).

Poznamka: Jestlize D = 0, m4 trajektorie tvar paraboly s parametrem

9 4w?
=2r, = — .
p P M

Jestlize D > 0, je trajektorii vétev hyperboly, jejiz poloosy jsou

M b— 2
oD T D

a =

Priklad 1

Meteor se pohybuje ve vzdalenosti 2,2 AU od Slunce rychlosti o velikosti
12,5 km - s~ 1, jejiz smér je odchylen od sméru priivodice o 55°. Uréete rozméry
trajektorie a dobu obéhu. Do spoleéného obrazku nakreslete drahu Zemé a

okamzitou polohu meteoru. Pak dokreslete trajektorii meteoru.
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Reseni
Dosazenim do vztahii (22) a (23) postupné vypocitame
D=-325-102J kg™ !, w=1,685-10"" m?-s7!,
a=2,04-10" m = 1,364 AU, b=1,32-10" m = 0,883 AU,
T =5,03-10"s=582d.
Vystiednost a Ciselnd vystfednost trajektorie maji hodnoty

e=156-10" m =1,04 AU, e=0,762.

Pomoci vztahu (8) uréime okamzity tihel @, ktery svira priivodi¢ meteoru s po-
lopfimkou Slunce — perihelium. Plati

b2 —
cosp=_—— =9 T 7T 97109, o =1662°.
er

Pro zobrazeni trajektorii na obr. 13 bylo pouzito méfitko 1 AU =3 cm.

Obr. 13

Uloha
Druzici Zemé byla ve vysce 200 km udélena kolmo k privodiéi rychlost
o velikosti 8 500 m-s~!. Vypoététe rozméry jeji trajektorie a dobu obéhu.
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6 Casovy prubéh pohybu po eliptické trajek-
torii. Keplerova rovnice

Zvolme vztaznou soustavu tak, aby pocatek lezel ve stfedu centralniho télesa,
tedy v ohnisku trajektorie, a kladnd poloosa x aby prochézela pericentrem
(obr. 14). Za dobu t od priichodu pericentrem vyplni pravodic télesa ¢ast elipsy
omezenou obloukem PX a useckami X F' a FP. Tento obrazec muzeme ziskat
oddélenim trojuhelnika SF Xy od kruhové vysece SPXy a zmensenim zbytku
ve sméru osy y v poméru b : a. Obsah plochy opsané pruvodi¢em za dobu t
miZeme za pomoci vztahu (21) vyjadfit pomoci excentrické anomaélie E bodu X

jako
bt M a?E  aesinE\ b ab be
— — — - —:—E—— 1 E
S=w=3\"a (2 2 )a g~ g

(F udévame v radianech.) Vynéasobime-li vztah vyrazem % , dostaneme Keple-

TOVU TOUNICE

(eM)*5a=15t = B — Ssin B, (25)
a
neboli
|E—csinE-Qt=0] (26)
kde ¢ je numerické excentricita trajektorie a Q = (3 M)%5a=15.
Xo Y
X
a
b
S Yo
E ~N T
S e pr [P

Obr. 14
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Keplerovou rovnici je excentrickd anomalie urcena implicitné a pro dané ¢
ji musime vypodéitat nékterou z pfibliznych numerickych metod (viz studijni
text [1]). Pro ¢ € (0,T) je vyraz Qt v intervalu (0, 27) a také E je v intervalu
(0,27). Zndme-li E, vypoéitame soufadnice bodu X v ¢ase t pomoci vztahi

‘xzacosE—e, yzbsinE.‘ (27)

Priklad 2

Kometa Hale-Bopp (obr. 15) objevend
23. 7. 1995 prolétla 1. 4. 1997 peri-
heliem ve vzdalenosti 0,9141 AU od
Slunce. Hlavni poloosa jeji trajektorie
méri 187,8 AU. V jaké vzdélenosti od
Slunce se nachazela v dobé objeveni a
jakou rychlosti se pritom pohybovala?

Obr. 15

Reseni

Nejprve vypocitame ¢iselnou vystiednost a délku vedlejsi polosy trajektorie.
e=a—rp,=1869 AU, 62220,99513, b=+va?—e2=1851AU.
Od objeveni komety do priiletu periheliem uplynulo 618 d = 5,34 - 107 s. Tento
¢as a hodnoty a = 2,809 - 103 m, M = 1,99 - 103° kg dosadime do Keplerovy
rovnice a upravime ji na tvar

E —0,99513sin £ — 0,0041322 = 0.

Numerickym fesenim dojdeme ke kofenu E = 0,259 rad a dosazenim do vztahi
(27) dostaneme soufadnice mista, kde se kometa nachézela v dobé jejiho obje-
veni.

r=-8,00-10" m = 535 AU, y=7,09-10" m =474 AU.
Z toho urc¢ime vzdalenost komety od Slunce. Velikost rychlosti komety v misté
objeveni vypo¢itdme pomoci vztahu (20).

r=+22+y2=1,07-10"2m ="7,15 AU, v=16-10>m-s7t.

Uloha
Za jakou dobu od priletu periheliem se bude kometa z prikladu 2 nachéazet
ve vedlejsim vrcholu trajektorie?
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7 Modelovani pohybu télesa po eliptické tra-
jektorii

Model pohybu télesa po eliptické trajektorii mizeme vytvorit tak, ze pro arit-

metickou posloupnost ¢asit {¢;} s po¢ateéni hodnotou 0 a zvolenou diferenci

(Gasovym krokem) h, tj. pro {t;} = 0, h, 2h, 3h, ... vypoCitdme polohy télesa
feSenim Keplerovy rovnice a ve vhodném méfitku je zobrazime.

Priklad 3

Resenim Keplerovy rovnice modelujte pohyb druzice Zemé, jejiz perigeum
je ve vzdélenosti 6 700 km od zemského stiedu a rychlost v perigeu ma velikost
9000 m-s~!. Zvolte ¢asovy krok 60 s.

Reseni v systému FAMULUS
e Program vypoctu:

—————— proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

m=6e24 ! hmotnost Zemé

km=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemé& vynasobend gravitacni konstantou
h=60 ! Casovy krok

——————————— pocate¢ni hodnoty - - - - - - - - - - -
t=0

x=6.7e6; y=0 ! pocatecni souradnice druzice

v=9000 ! pocatecni rychlost

SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.37e6,6.37e6) ! vykresleni Zemé

A=x/(2-v"2*x/km) ! vypolet parametrd trajektorie a doby ob&hu
ex=A-x; ce=ex/A

B=sqrt(A"2-ex"2)

T=2*xpi*A*B/v/x

Q=sqrt (km) *A~-1.5

DISP

—————————————— model - ----------- - -
t=t+h

EO0=0; E1=10; ! YeSeni Keplerovy rovnice

LOOP ! metodou ptileni intervalu

E2=EQ/2+E1/2;
f=E2-ce*sin(E2)-Q*t
IF abs(f)<le-6 THEN E=E2; EXIT END
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IF £<0 THEN EO=E2;
ELSE E1=E2 END

END
x=Axcos (E)-ex
y=B*sin(E)
e Model:
UzZiti Keplerovy rovnice t * u
-107] a 67 a
1.5} 60 6683966 539569
i 128 6636024 1876553
180 6556636 1603470
[ 248 6446571 2132856
3 300 6306862 2647431
| 3608 6138778 315@101
1.0k 4z@ 5943784 3633973
@] 480 5723497 41132388
i . 540 5479663 4563892
3 608 5214893 5087292
| 66@ 4928625 5425635
i 728 4625149 5825121
78@ 43@5467 6205249
0.5 84@ 3971405 6563614
3 aga 3624638 6901873
| asa 3266851 7217539
i 10268 2899590 7513183
1680 2524318 7787953
i 114@ 2142418 8042361
(1l 1200 1755148 8276671
y L 1260 1363695 8491301
i 1320 969160 8686695
1380 572588 8863357
[ 144@ 174697 9921786
3 1508 —223480 9162532
-o.s5} 1568 —621252 92865135
| 1628 | -1@17918 9393140
B 168@ | —-1412837 9484897
[ 1748 | ~-1805454 9559555
3 18008 -2195244 9620854
s 186@ ( —-2581760 96665128
—1.ol 192@ | -2964556 9693294
1988 | -3343280 9717064
[ 2848 | -3717548 97232931
3 2108 | -4087064 716377
s 2168 | -4451578 a69'7870
| 2zz@| -4810792 9667862
_1i.5 2z8@| -5164521 9625792
= 2348 | ~-5512531 a575084
PO ST TN NN TN TN Y TN (NN SN SN TN TN (NN THNE SN SN T [T SR SN S W | 2400 —9854669 9513145
1 s ) e = 24608 | -6198759 9441370
[ g— -10 2528 —B520632 9363146

Castéji se setkdvdme s modelovanim pohybii v gravitaénim poli numeric-
kymi metodami, které vychazeji pouze z pohybové rovnice F; = ma, a ze
zdkladnich kinematickych vztahi Av = aAt, Ar = vAt. Chceme-li pro
aritmetickou posloupnost ¢ast {t;} = 0, h, 2h, 3h, ... uréit posloupnost polo-
hovych vektori {r;}, vyjdeme z po¢ateéni polohy ry a po¢atedni rychlosti vy a
opakované pouzijeme rekurentni vztahy

Vi1 =0 +a; - h, rii=r+uv-h,
kde
Fbi M .
a;, = =——3 5
m
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Priklad 4
Predchazejici ptiklad feste numerickym modelovanim.

Reseni v systému FAMULUS
e Program vypoctu:

- - - - - - proménné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

m=6e24 ! hmotnost Zemé
km=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemé& vynasobend gravitacni konstantou
h=60 ! Casovy krok

- - --------- polateéni hodnoty - - - - - - - - - = -
t=0; x=6.7e6; y=0; vx=0; vy=9000

DISP
SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.37e6,6.37e6) ! vykresleni Zemé
-------------- model - - - - - - - - ===
f=-km/(x"2+y~2)"1.5; ax=f*x; ay=f*y ! cyklicky vypoclet
vx=vx+axxh; vy=vy+ay*h
x=x+vx*h; y=y+vy*h
t=t+h
e Model:
Metoda AVR t " u
-107 | a 67 ]
1.5k 68 6667986 543006
| 1Z8 66B37Z3 1877481
188 6587788 1689621
B Z48 6388718 Z134144
B 388 GZZ3472Z 2643571
| 368 6837248 315B666
1.0k 4z@ 5823483 3638387
U .. 488 5583804 4189918
B e I 548 5319987 4563683
B - 688 5833912 4993355
s 668 4727523 5412855
s 7Z8 4482783 58015345
788 4861658 6173214
0.5 840 3706839 6523862
B 9868 3337886 68355676
s 968 Z958725 7161811
s 1828 2578481 7444165
1888 Z174654 77853363
I 1148 1?7?2723 7944931
(1 1200 13660858 8163278
Y s 1Z68 955921 83618883
| 13Z@a 543473 85338276
| 1388 1Z9775 8695825
1448 —Z84Z87 8834738
B 15688 —697596 89550884
-0.5} 1568 —1189599 9857475
| 16Z8 —1519497 9142772
| _” 1688 —19Z6646 9211524
1748 —Z338464 9264353
B 1868 —Z738431 9381872
= 1868 —31Z6881 93Z468Z
—1.0}+ 19Z8 -—3516995 9333368
| 1988 —398Z8683 932385683
Z848 —4Z283173 9318639
B Z188 —4657818 9Z8@314
= Z168 —S@Z6454 92330847
| ZZZ8 —538887Z 9184338
1.5k ZZ808 —5744868 9119678
- Z348 —6@94Z38 9844589
IS S TN NS TR TN SN TN (N SUNNS SHNN TN TN (N THNNS SHN SHNE N N SN S SN M | 24009 —6436847 8953383
= = o 5.5 = 2468 | 6772549 8864483
e — -10 2520 —7101223 876@463

Jednoducha numerickd metoda, jakou jsme pravé pouzili, vede k modelu,
ktery sice dobfe vystihuje charakter sledovaného pohybu, ale je dosti nepfesny.
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Presnost vypoctu bychom mohli zvétsit zkracenim casového kroku, ¢imz se
ovSem prodluzuje doba vypoctu, nebo volbou presnéjsi numerické metody.
Podrobnéji se modelovanim pohybd numerickymi metodami zabyva studijni
text [2].

Uloha

Modelujte pohyb Halleyovy komety v obdobi okolo pruletu periheliem.
Zvolte casovy krok 1 tyden. Do téhoz obrazku znazornéte pro srovnani tra-
jektorii Zemé.
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Vysledky tloh

1.1.v=7700m-s~1, T =5500s. 1.2.7=42230km, h = 35850 km.
1.3. M =1,99 - 10%° kg.

22.e=4cm, =08 y=24cm, F= arcsine = 53,13° = 0,927 rad.

b
2.3 r—ﬂ' r=—1cm =24cm, r=2,6cm
T T 140,8cosp’ - Y=4 T ’
D _
cosp = TT = —0,3846, ¢ = 112° = 1,966 rad.

2
3.1.a=1AU- ¢ (%) = 1524 AU, e = 0,142 AU;

rp = 1,3815 AU, 7, = 1,6661 AU, Z—P = 1,206.

3.2. 7, =a(l —e) =29,7 AU.
3.3.T=1781, rp=00647AU, 1, =2295AU; b=1219AU.

1AU=1cm

o »x M o o1
4.1.v = Rz+h77560ms ,
W=seMm (2 - =L V4 ln2—s514.1007

R, R,+h 2 ’ :
4.2. B, = —6,29-10"J. 4.3.v, = 2’;2M =11200m-s~*.
4.4.a=1796 AU, v, = [»xM (3 - 1) =55-103m-s~ !,
’I“p a

w = %uprp =24-10%m? .s7!, S=wl =5,75-10%* m?.
4.5. 0= TTJ””J —31AU, t= % —2731, wp=38600ms L,

vy =7420m-s™, v, =29800m-s™t, v =13100m-s~t
5.4 =807-10°m, b=793-105m, T —7200s.

T
E—csinp 2 09913

6 l=""0 =71 *

=744.10°s =236r. (T =25701.)
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Halleyova kometa

t u
-1011 —12896888 —3.ZE+11
—11491260 —3.1E+11
—18886400 —3.BE+11
3 —18281600 —z.9E+11
—9676800 —z.8E+11
—9@72000 —z.7E+11
—8467200 —z.BE+11
—7862400 —2z.5E+11
—7257600 —Zz.4E+11
2 —6652800 —z.3E+11
—6845000 —z.ZE+11
—5443200 —Zz.BE+11
—4838400 -1.9E+11
—4233600 —-1.7E+11
1 —3628800 -1.5E+11
—3924000 -1.3E+11
—2419208 —-1.1E+11
—1814400 —-8.7E+108
—12@9600 —-6.BE+10
—6584800 —3.1E+18
o ] —8.3E+6
u 604800 3.1E+1@
1289688 6.BE+1@
1814400 8.7E+10@
2419200 1.1E+11
-1 3024000 1.3E+11
3628800 1.5E+11
4233600 1.7E+11
4538400 1.9E+11
5443200 Z.BE+11
6048000 Z.ZE+11
-2 6652500 Z.3E+11
7257600 Z.4E+11
7862400 Z.SE+11
8467200 Z.BE+11
9072000 Z.7E+11
_3 9676800 Z.BE+11
10281600 Z.9E+11
18586400 3.8E+11
11491200 3.1E+11
. , ) , . . . , 12096000 3.ZE+11
— 1 ] T 127 3.3E+11
—  x — -1 13305608 3.3E+11
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