Hybnost a energie
pri vzajemném pusobeni téles

Studijni text FO pro kategorii D
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Uvod

Vsude kolem néas na sebe vzajemné pusobi télesa a méni sviij pohybovy stav.
Silovym polem se vzajemné pritahuji ¢i odpuzuji, srézeji se a odréazeji se pri
vzajemném dotyku. Budeme se zabyvat pohybovymi Gi¢inky téchto ptisobeni a
zkoumat zékladni pfemény energie. Pfitom nebudeme popisovat prubéh srazky,
to znamené dobu pusobeni, pusobici sily a jejich ¢asovy ¢i drahovy priubéh,
ktery muze byt i velmi slozity (napf. odpéleni tenisového micku raketou), nybrz
nas bude zajimat pouze pohybovy stav téles pred vzajemnym ptisobenim a po
ném. Pfi popisu si vystacime s dvéma veli¢inami — s hybnosti a energii.

S popisovanymi jevy se muzeme setkat nejen pfi chovéani téles v nasem
okoli (mic¢ové hry, dopravni nehody, vystiel ze zbrané, exploze granitu, ¢in-
nost reaktivniho motoru, vzajemné pritazeni a odstréeni bruslaiské dvojice,
srazky kuleénikovych kouli, zatloukdni hiebiku), ale téz v oblasti mikrosvéta
¢i vesmiru. V jaderném reaktoru narazeji rychlé neutrony vzniklé pii jaderné
reakci na jadra atomt, v urychlovacich posilame proti sobé ¢astice a zkoumame
vysledky vzajemnych srazek. Srazeji se molekuly plynu a odrazeji se od stén
nadoby. Pii elektrickém vyboji dochazi ke srazkam urychlovanych elektroni a
iontl s neutralnimi molekulami.

Modelovym piikladem pro zkoumaéani srazek téles je raz kouli. Zabyval se
jim i ¢esky ptrirodovédec, lékaf a filozof Jan Marek Marci z Lanskrouna (1595 -
- 1667). V roce 1639 vychazi jeho fyzikalni spis O dmérnosti pohybu ... obsa-
hujici systematicky vyklad poznatk mechaniky véetné puvodni analyzy razu
pruznych a nepruznych téles. Jedna z jeho osmi tezi o pruznych razech uvadi
napf. toto: ,Narazi-li vétsi koule v pohybu na mensi, pricemz pomér hmotnosti
prevdzi nad impulsem mensi koule, odrazi ji a pohybuje se ddle.“ Vyznam Mar-
ciho dila vynikne, uvazime-li, ze v té dobé se fyzikalni veli¢iny teprve vyvijely
(pojem energie znam jesté nebyl) a Ze Newtonovo stézejni dilo Philosophiae
naturalis principia mathematica, které dalo zaklad klasické mechanice, vyslo
teprve v roce 1687.

Text je urcen stfedoskolskym studentiim, ktefi se seznamili predevsim
s Newtonovymi pohybovymi zakony, s hybnosti a s mechanickou energii a kteri
zvladaji zakladni algebraické upravy vyrazu se zlomky a s druhou mocninou a
odmocninou. V textu je minimalni mnoZstvi teorie, naopak zavéry jsou vétsinou
vyvozovany primo v feSenych prikladech. U dalSich matematickych dovednosti,
jako je uziti soufadnic a vektoru, prevlada intuitivni pristup.



1 Dokonale nepruzny raz

V izolované soustavé téles, tedy v soustavé, na kterou z vnéjsku neptisobi zadna
sila nebo vyslednice vSech vnéjsich sil je nulové, plati zakon zachovani hyb-
nosti (dale jen ZZH). Télesa v izolované soustavé vSak na sebe vzajemné pl-
sobit mohou. Témito silami se méni jejich hybnosti, avsak celkova hybnost
soustavy jako celku se neméni.

Také energie se v izolované soustavé téles zachovava. Pokud se pfeménuje
pouze mechanicka forma energie opét na mechanickou formu energie, plati za-
kon zachovani mechanické energie. Jestlize se vSak pfeménuje mechanicka
energie na nemechanickou nebo naopak, potom mechanicka energie soustavy
se zméni, ale celkova energie soustavy zlstane konstantni. V kazdé izolované
soustavé téles tedy vzdy plati zékon zachovani (celkové) energie.

Priklad 1:

Vagén o hmotnosti m; = 20 t se pohybuje pfimocarym pohybem po vodorov-
nych kolejich rychlosti o velikosti v; = 4,0 m-s~! a narazi do stojicitho vagénu
o hmotnosti mgs = 30 t. Po srazce se vagény automaticky spoji.

a) Urcete rychlost (tj. smér rychlosti a velikost rychlosti) soupravy po srézce.

7 vz

b) Urcete, jakd ¢ast pivodni kinetické energie se ve formé kinetické energie po
srazce zachovala.

Reseni:

a) Béhem srazky, kterd trva od okamziku dotyku narazniki do okamziku do-
sazeni stejné rychlosti, vagény na sebe vzajemné pusobi akci a reakci. Jednou
silou ptisobi prvni vagén na druhy a druhou silou stejné velikosti a opac¢ného
sméru pusobi druhy vagén na prvni. Kazda z téchto sil ma na prislusny vagén
pohybovy tc¢inek. Timto G¢inkem je u prvniho vagénu jeho zpomaleni a u dru-
hého jeho uvedeni do pohybu. Podle ZZH se hybnost soustavy béhem dé&je
neméni, to znamenad, ze hybnost soustavy pred srazkou a po srazce je stejna
(m4 stejnou velikost a stejny smér). Plati:

mivy = (m1 + mQ)V.

Vektorova rovnice ¥k, Ze smér obou rychlosti je shodny (hmotnosti jsou klad-
né), proto pro velikosti hybnosti plati

mivr = (m1 + me)v.

Z rovnice plyne
mi

v = ———1. (1)

©omy+ma
Se wvzorci tohoto typu si muzZeme trochu pohrdt. Na pravé strané je zlomek
uddvagjici pomér né&jakiych hmotnosti, tedy cislo bez jednotky, kterym pak ndso-
bime velikost rychlosti. Hodnota zlomku je nezdvisla na volb€ jednotek. Zlomek



md stejnou hodnotu, at hmotnosti dosadime v kilogramech, v tundch nebo treba
v librdach. Zvolend jednotka vsak must byt u kazdé hmotnosti stejnd, nelze je
kombinovat. Velikost vysledné rychlosti pak bude mit stejnou jednotku jako je
jednotka dosazované velikosti rychlosti, tedy dosadime-li hodnotu v kilometrech
za hodinu, vyjde vislednd velikost rychlosti téZ v kilometrech za hodinu.

Pokud ovsem si tyto skutecnosti neuvédomime nebo nemdme jistotu, radéji
dosadime vsechny hmotnosti v kilogramech a velikost rychlosti v metrech za
sekundu.

Nyni dosadime, nejprve pouze za hmotnosti, poté i za velikost rychlosti:

=-v;=16m-s" L
v 5v1 m-s

Vysledek po castecném dosazeni fikda, ze velikost rychlosti soupravy tvoii
0,4 nasobek velikosti rychlosti prvniho vagénu pted srazkou.

b) Oznac¢me kinetickou energii

pred narazem F) = %mlv%, po nérazu E| = %(ml + ma)v?.

Nyni na zdkladé vysledku tlohy a) bychom mohli obé energie &iselné vypodéitat
a vysledky dat do poméru. Reseni vSak provedeme obecné, tj. do rovnice
1
B, glmtm)e’
Ek lml ’U%

2

dosadime za velikost rychlosti v vyraz z rovnice (1) a upravime. Dostaneme
2

1 1 2
E_f( _ 2(m1 +m2)(m1+m2)2vl _m
By lmlv% my + ma’
2
popr.
my
B =—"1
mi + mo

/

Obecny vysledek je velice jednoduchy, po dosazeni vychazi g—k = 0,4, popr.
E| = 0,4Ex. Znamen4 to, ze béhem srazky se 40 % pivodni kinetické energie ve
formé kinetické energie soustavy zachové a zbyvajicich 60 % ptivodni kinetické
energie se pfeméni na vnit¥ni energii soustavy (projevi se ponékud zvySenou
teplotou v oblasti narazniki). Z obecného feSeni téZ plyne, Ze vysledek nezavisi
na velikosti rychlosti pfijizdéjiciho vagénu — pii daném poméru hmotnosti se
vzdy zachova 40 % jeho ptivodni kinetické energie.

Resent se nazjvd proto obecné, Ze nam umozni rychle vyresit danou tlohu



s libovolnym ciselnym zaddnim, ale také popsat nektere specidlni pripady. Obec-
né resent ulohy, kterd prestavuje tzv. dokonale nepruznou srdzku dvou téles

E{( mq
k1 2
Ex  mp+mg 2)

ndm umozni udélat dalsi dvahy:
V pripadé stejnych hmotnosti, tj. my = ma, dostaneme:

E{( mi mao meo 1

Ek mi + me mo + Mo 2777,2 2 ’
coZ znamend, Ze prdvé polovina puvodni kinetické energie zachovd a zbyvajici
polovina se preméni na vnitini energii.
Pri jin€ volbé, napr. my = 0,5ms, dostaneme:

B m 05ms 1

Ek7m1+m2:0,5m2+m2 3’

tedy jedna tretina puvodni kinetické energie se zachovd a zbyvajici dvé tretiny
se premeént na vnittni energii.

Obecné v pripadé my < mso se zachovd mensi ¢dst energie neZ premeénd.
V krajnim pripade, kdy letici téleso md mnohem mensi hmotnost nez teleso
v klidu, tedy m1 < mq, se na vnitini energii prement naprostd vétsina puvodni
kinetické energie. Pripad je typicky pro strelu, kterd zasdhne mnohem hmotnéjsi
Zivy objekt. Zpisobi predevsim destrukci jeho tkdané, nikoliv uvedeni do pohybu.

Obecné v pripadé my > mo se naopak vétsi édst energie zachovd neZ pre-
meni. V krajnim pripade, kdy letici téleso md mnohem vétsi hmotnost neZ te-
leso v klidu, tedy mi > ma, se na vnitini energii preméni zanedbatelnd cdst
puvodni kinetické energie. Prikladem mizZe byt rychle jedouci automobil, ktery
narazi na mouchu, a obé télesa pak pokracuji v pohybu pri témer nezmenéné ki-
netické energii (pfeménénd nepatrnd cdst kinetické energie je vSak pro mouchu
prilis velkd). Lepsi porovndni umozni ndsledujici priklad.

Priklad 2:

Na cilové pasce sedi holub o hmotnosti 1 kg. Porovnejte nasledek ,srazky* ho-
luba v klidu se stfelou (sadou brokt) o hmotnosti 36 g letici rychlosti
400 m - s~! s nasledkem srazky bez odrazu se sprintujicim bé&Zcem o hmot-
nosti 62,5 kg, ktery mé stejnou kinetickou energii jako letici stfela. Vyuzijte
primo obecné feseni prikladu 1.

Reseni:
Pro predstavu vypocitame ciselné velikost rychlosti bézce. Kineticka energie
bézce a strely je stejna

1

1 1
By = §mbv§ = 5m5v3 = 50,036 400% J = 2880 J.



Velikost rychlosti bézce s touto energii je

2 22880 .
- = 96m-s L.
Vp = \/ \/ 625 6m-s

Nasledky srazky porovname pomoci preménéné energie, kterou oznacime
AU = Ex — E| (nazyvame ji pfirtstek vnit¥ni energie soustavy téles). S vyuzi-
tim vztahu (2) plati:

AU Ek El -1 E{( -1 mi o meo
B. B By mi+ma  my+ma

V pripadé zasahu stielou se tak pfeméni energie
mo 1 1000
Ey = Ey = Ey = 0,965F = 2780 J.
mi+me ~ 0,036+1 ° 1036 * k
V pfipadé narazu béZce se pfemeéni energie
ma 1 10

By = By = — Ey = 0,0157Ey, = 45 J
mi+me © 625+1 % 635 & k ’

AU =

AU =

coz je pro holuba mnohem pfijatelnéjsi.

Priklad 3:

Vagén o hmotnosti m; = 20 t se pohybuje pfimocarym pohybem po vodorov-
nych kolejich rychlosti o velikosti v; = 4,0 m - s~! a narazi do vagénu o hmot-
nosti my = 30 t, ktery se pohybuje rychlosti o velikosti v = 3,0 m - s~! proti
sméru pohybu prvniho vagénu. Po srazce se vagony automaticky spoji.

a) Urcete rychlost (tj. smér rychlosti a velikost rychlosti) soupravy po srézce.

b) Urcete, jaka ¢ast ptvodni kinetické energie se ve formé kinetické energie po
srazce zachovala.

Reseni:
a) Podle ZZH se hybnost béhem dé&je neméni, tj. hybnost soustavy pfed srazkou
a po srazce je stejnd (tj. mé stejnou velikost a stejny smér). Plati:

mivy + maVo = (m1 + m2)v. (3)

Tentokrat neni hned zfejmy smér pohybu soupravy. MiZzeme vSak vypocitat
velikost hybnosti kazdého vagénu pied srazkou:

p1 =mqv; = 80000 kg - m - s_l, p2 = maove = 90000 kg - m - s~
Jelikoz pa > p1, ma soustava téles po srazce smér hybnosti totozny se smérem
pohybu druhého vagénu, proto se bude celd souprava pohybovat v tomto smeéru.
Takto jsme zjistili smér pohybu soupravy po srazce, tedy urcili jsme smér rych-
losti v. Velikost v rychlosti po srdzce ziskdme piepisem vektorové rovnice (3)



do skalarniho tvaru, ktery dava do rovnosti velikost hybnosti soustavy pred
srazkou a velikosti hybnosti po srazce:

Moty — miv1r = (Mg + ma)v,

z niz plyne
Mol — M
" 2V2 1 (4)

m1 + mo

Ciselné vychézi v = 0,20 m - s~ 1.

Elegantni vsak bude, kdyz i smér rychlosti ziskdme z obecného feseni. Za
tim tcéelem ozna¢me z osu s kladnym smérem totoZnym se smérem
pohybu prvniho vagénu, v,; soufadnici rychlosti prvniho vagénu, v,o sou-
fadnici rychlosti druhého vagénu a v, soufadnici rychlosti soupravy po srazce.
Znaménko souradnice rychlosti je kladné, pohybuje-li se vagon ve
sméru osy z, a zaporné, pohybuje-li se proti sméru osy z. Pfi nasi

volbé je vg1 > 0, vy < 0, tedy vp1 =4m- s % v = —3m-s L.
Vg1 >0 Ve < 0
my |V <2 o me
e o e o
x
mi1 + mo Vg =7
v
—»
Fo (OELANO) o

Vektorovou rovnici (3) zapiSeme soufadnicové
M1Vz1 + Mavp2 = (M1 + M2,

vyjadiime soufadnici hledané rychlosti

_ M1Uz1 + M2Ug2 '
V= = mi + me ’ (4 )
dosadime ¢iselné hodnoty a vypocteme:
— 20000-4 + 30000 (—3)
T 20000 + 30000
Vysledek fika, Ze souprava se pohybuje rychlosti o velikosti 0,2 m - s~! proti
sméru osy x, tedy proti sméru pohybu prvniho vagénu.

m-s'=-02m- s '

b) Tentokrat je kinetickd energii vagéni pfed nérazem

1 1
Ey = 5777,11)% + 5777,21)5.



vagonu je

Bez ohledu na smeér rychlosti se kinetické energie jednotlivych téles soustavy
séitaji, nebot energie je skalarni veli¢ina. Kinetick4 energie soupravy po srazce

E| = §(m1 + ma)v?.

Reseni provedeme opét obecné, tj. do rovnice

1
B §(m1 + ma)v?
B 1

571 vi + §m2v§
dosadime velikost v rychlosti z rovnice (4) nebo soufadnici v, rychlosti z rov-
nice (4'):

2
Mmoo — M1V
E (m1+m2)( 22 101)
k

E (m1 4 ma)?
FEy mlv% + mw%
(M1vz1 + Mavya)?
mi+m
nebo E_1/< — s ?) (m1 4+ ma)?
By
Po tpravé dostaneme

mlv% + ’I’I’LQ’U%
E_f( _ (mava — mavy)? .
B (m1+ma)(mivf +mav3)
! 2
nebo B _ (m1vg1 + mgsz) -
2% (m1 + m2)(m1U1 “+ mov )

Tentokrat obecny vysledek tak jednoduchy neni. Po dosazeni vychazi

(5)

B _

By

= 0,003 5, tedy zachova se pouze 0,35 % kinetické energie vagént pied srazkou.
Podivejme se i nyni na nékteré specidlni pripady. Zvolime-li v rovnici (5)
naptiklad vo = 0, dostaneme po upravich vysledek prikladu 1b), tedy rov-

Zvolime-li v rovnici (5°) my = ma, dostaneme po Upravdch
E_ll( _ (Uzl + Uz2)2
Ek 2(’0% + ’U%) )

Je-li navic vy1 = —vy2, tj. vagony se shodnymi hmotnostmi se pohybuji proti
/
sobé rychlostmi stejné velikosti, dostaneme

E—k = 0. Veskerd kinetickd ener-
k
gie se premeénila na vnitini energii a souprava zustdvd na misté. Je-li naopak



E! o, . .
Uzl = Vg2, dostaneme =5 = 1. Veskerd kinetickd energie se zachovala, ke srdZce

Ex
vagdni vibec nedoslo, nebot se pohybuji za sebou stejnou rychlosti.
Predpoklddejme jestée napt. soucasnou platnost podminek m; = 2ms,
Vgl = —Ugo , tedy dva vagony s pomérem hmotnosti 2:1 jedou proti sobé rych-
/
lostmi stejné velikosti. Nyni vyjde % = %
k

Priklad 4:

Dvé télesa o hmotnostech m; = 0,10 kg, mo = 0,40 kg se pohybuji v navzajem

kolmych smérech rychlostmi o velikostech v; = 3,0m-s™1, v =2,0m-s~ ! a

srazi se tak, ze se nadale pohybuji spole¢né jako jedno téleso.

a) Urcete rychlost (tj. smér rychlosti a velikost rychlosti) télesa vzniklého po
srazce.

b) Urcete, jaka ¢ast ptvodni kinetické energie se ve formé kinetické energie po
srazce zachova.

Reseni:
a) Tentokrat se télesa nepohybuji v jedné piimce, nybrz ve dvou piimkéch
navzajem kolmych. Hybnosti téles pred srazkou jsou

P1=m1vi, P2 =m2aVy,
hybnost télesa vzniklého po srazce je

p = (m1 + ma)v.

Podle zakona zachovani hybnosti plati:

P = p1+p2,
tedy vyslednou hybnost po sréZce dostaneme slozenim (vektorovym souctem)
puvodnich hybnosti téles pred srazkou. Z obrazku plyne, Ze velikost vysledné
hybnosti lze ziskat z Pythagorovy véty. Pro velikosti vektort plati

p* =pi+p3,
dosazenim dostaneme
[(m1 + m2)v]2 = (m1v1)2 + (m2U2)2-
Z rovnice plyne pro velikost hledané rychlosti

\/(7711’01)2 + (mavs)?
mi + mo '

v =

Ciselné vychézi v = 1,7 m -s~ 1.

Smér rychlosti uréime napf¥. thlovou odchylkou o« koneéné rychlosti v (hyb-



nosti p) od rychlosti vo (hybnosti ps). Podle obrazku plati:

D1 mivi
tga = — =
D2 mav2

Po dosazeni a vypoctu vychazi a = 21°.

b) Kineticka energie téles pfed narazem je
1 1
By = §m1vf + §m2v§,

kineticka energie spojenych téles je
E = %(ml + ma)v?.
Pomeér hledanych energii pak je
B %(ml + mg)v?
B, 1

I .
§mlvf + §m2v§

Zlomek zkratime a dosazenim za velikost v rychlosti dostaneme

(m1U1)2 + (m2v2)2
+
E_l/< _ (m1 m2) (ml ¥ m2)2 _ (ml’Ul)2 + (m2v2)2 058
By mivs + movs (m1 4+ ma)(m1v3 4+ mov3) T

Problémové intermezzo

1) Ales a Tomas fesili tlohu: Ze vzduchovky o hmotnosti 3,1 kg byl vystielen
naboj o hmotnosti 0,54 g rychlosti 170 m - s~!. Urdete préci, kterou vykonal
stlaceny vzduch.

Ales fesil tlohu takto: ,, Vykonana préce je rovna kinetické energii ziskané
stielou. Staci pouzit vzorec W = Eyx = mv?/2 a mas to.*

» 1o nemas“, namitl Tomas: ,, Prace byla vétsi, protoze jsi zapomnél zapo-
¢itat kinetickou energii vzduchovky tésné po vystielu.* Ma pravdu Ales, nebo
mé pravdu Tomas? Porovnejte ¢iselné vysledky kazdého z nich.

2) O vikendu si Ales s Toméasem chtéli odpocinout od fyziky a vydali se k ryb-
niku. Kazdy nasedl do jedné lodky. Kdyz byli zddémi u sebe, Ales na prvni
lodce o celkové hmotnosti m1 = 160 kg odstréil padlem druhou lodku s Tomaé-
sem o celkové hmotnosti ms = 100 kg. Druh4 lodka se tak uvedla do pohybu
rychlosti o velikosti vy = 0,80 m - s~1. Urdete praci W, kterou Ales vykonal, a
pomér FEio/FEy; kinetickych energii druhé a prvni lodky. Reste nejprve obecné,
pak pro dané hodnoty.

3) Kdykoliv se né&jaké téleso uvede do pohybu ptisobenim télesa pevné spoje-
ného se Zemi, uvede se podle Newtonovych pohybovych zakont do pohybu i

10



Zemé. Pro¢ do vykonané prace nezapocitavame kinetickou energii, kterou zis-
kala Zemé?

Vysledky jsou uvedeny na strané 29.

Priklad 5:

Krasobruslai o hmotnosti m; = 76 kg a krasobruslarka o hmotnosti mge = 57 kg
tvofi par. Oba jsou za sebou v klidu, partner partnerku odstréi tak, ze jeji
rychlost mé velikost vy = 3,2 m - s~1, pii¢emz se bruslemi neopira o led (nijak
se nebrani vlastnimu pohybu).

a) Urcete velikost rychlosti partnera.

b) Urcete praci vykonanou partnerem.

Reseni:

a) Podle ZZH je celkova hybnost pfed ptsobenim i po piisobeni stejnd, v nagem

pripadé nulova. Plati:
miVvy + MoV = 0.
Z rovnice tentokrat vyjadiime pfimo hledanou rychlost:
ma
Vi = ——Vo.
my

Z rovnice plyne, Ze smér pohybu partnera je opacny nez smér pohybu partnerky:.
Velikost rychlosti partnera je

vl = —s. (6)
Jind moznost feSeni: Bruslafi si z klidu udéli stejné velké hybnosti opa¢ného
sméru. Z porovnani velikosti hybnosti

mi1v1 = Mov2

dostaneme velikost v; hledané rychlosti, tj. vzorec (6). Ciselné vychéazi v; =
0,75v9 = 2,4 m-s~ L.

b) Prace vykonana partnerem je rovna souctu kinetickych energii obou brus-
lart:

1 1
W = Ek = 5777,1’1)% + 57712’1)%.

Uzitim vztahu (6) a po upravé dostaneme

2
1 meo 1 (m1 4+ ma)ma
W = §m1 <—'U2> + 5771;2'0% = T’U%

Ciselné vychézi W = 510 J.
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Priklad 6:
Krasobruslaf o hmotnosti m; = 72 kg a krasobruslarka o hmotnosti me = 54 kg
tvoii par. Oba jedou za sebou rychlosti o velikosti v = 1,7 m-s™!, ona vpiedu,

on vzadu. V jednom okamziku partner partnerku odstréi tak, ze se sdm uvede

do pohybu v opa¢ném sméru rychlosti o velikosti v; = 1,0 m - s~ 1.

a) Urcete rychlost partnerky.
b) Urcete praci vykonanou partnerem.

Reseni:
a) 1. zptisob — vzhledem ke vztazné soustavé spojené s ledem: Podle ZZH je
hybnost pred pisobenim i po pusobeni krasobruslaiiu stejna. Plati

(m1 4+ ma)v = myvy + mave.
Z rovnice vyjadiime pfimo hledanou rychlost:

. (m1 + mo)v — mivy

ma

v . p mi1 + Ma)Uy — M1V,
Pro soutradnice plati v,o = (1 2)Va Lozl

m2
P1i volbé sméru osy x totozného se smérem pohybu dvojice je podle zadani
vy =17m-s7! v,y = —1,0m s~ L. Dosazenim dostaneme
72454)-17—-172- (-1
vgy = L2H54) = D st —53mes L.

Partnerka se pohybuje v piivodnim sméru rychlosti o velikosti 5,3 m - s~ 1.

2. zpusob — ve vztazné soustavé spojené s tézistém bruslait, které se vzhledem
k ledu pohybuje rychlosti v: Pred odstréenim je kazdy z dvojice vzhledem
k tézisti v klidu, po oddéleni ziskaji vzhledem k tézisti rychlosti uy, uy spliujici
rovnice

Vi =V+uy, Vo =V -+ Us.
V této vztazné soustavé je tedy rychlost partnera u; = v; — v a pro jeji sou-
fadnici plati
Upl = Vg1 — Uz = —1,0m-s7 = (1,7m-s71) = —27m-s .

Podle ZZH je splnéna rovnice miu; + mous = 0, z niz plyne

mi

U = ——uj.

ma

Souradnice rychlosti partnerky vzhledem k tézisti paru je
mi 4 4

Ug2 = _m_2u.7;1 = _guwl = _g(_2a7) m - S_l = 3,6 m - S_l.
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Souradnice rychlosti partnerky vzhledem k ledu pak je
Vg = Uz + Uz = 1,7m~s*1+3,6m~s*1 :5,3m~s*1.

b) Prace vykonand partnerem je rovna rozdilu kinetické energie soustavy od-
délenych bruslai po vzajemném pisobeni a kinetické energie paru pred ptiso-
benim:

1 1 1
W = Emlvf + §m2v§ - §(m1 +ma)v? =610 J.

Do vzorce jsme primo dosadili ¢iselné hodnoty, obecné feseni je prilis slozité.

Priklad 7:

Lovec stoji v gumovém ¢lunu na rybniku a stfili brokovnici na letici divokou
kachnu. Hmotnost ¢lunu s lovcem a zbrani je 120 kg, hmotnost vystielenych
brokid 0,030 kg a velikost rychlosti brok@ 400 m - s~!. Urcete velikost rych-
losti ¢lunu po vystrelu, jestlize vysttelil sikmo vzhiru pod thlem svirajicim
s hladinou rybnika 30°.

Reseni:

Zvolme soustavu soufadnic podle obrazku, ozna¢me indexem 1 parametry strely
a indexem 2 parametry lodky s lovcem a se zbrani. Podle ZZH je hybnost
soustavy pred vystielem i po vystfelu stejna a je rovna nulovému vektoru:

P1 +p2 = 0, neboli P2 — —p1.

Télesa si tak akci a reakci udélila hybnosti stejné velikosti a navzajem opac-
ného sméru. Stiela se pohybuje Sikmo vzhuru, ¢lun s lovcem a se zbrani Sikmo
doli — to vSak vypada na rozpor s nasi zkusSenosti. Vime pfece, ze ¢lun se
bude pohybovat pouze vodorovné po hladiné. Zdéanlivy rozpor vysvétlime tim,
ze proti pohybu ¢lunu svisle dolti ptisobi pfi ponorovani vztlakova sila, ktera
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svisly pohyb zastavi, ¢lun se ve svislém sméru rozkmita a vlivem tfrecich sil
kmity ustanou. Svisla slozka hybnosti ¢lunu zdanlivé zanikne, ve skutecnosti se
zachova v soustavé se Zemi. Clun se tak bude pohybovat pouze ve vodorovném
sméru s celkovou hybnosti o velikosti pa = |py2|. Pro z-ové soufadnice hybnosti
plati:

Pz1 = P1COSQx =11V COSC,  Pg2 = M2Vg2, Pz2 = —Pxl-

Z rovnic dostaneme
Vay = _micosa _0,03 - 400 - cos 30° m-s~! = —0087m-sL.
mo 120

Velikost rychlosti élunu je vy = |vz2| = 0,087 m - s~ 1.
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2 Dokonale pruzny raz

Ve vSech predchozich priikladech se bud dvé télesa srazila a vytvofila jedno
téleso, nebo naopak se jedno téleso rozdélilo na dvé ¢asti, které se pak pohybo-
valy samostatné. Z hlediska fyzikalniho popisu jsou oba déje ekvivalentni, nebot
pokud napt. druhy déj, tj. odstréeni ¢i odmrsténi téles, nafilmujeme a takto na-
toceny déj promitneme pozpatku, dostaneme prvni déj, tj. srazku dvou téles,
ktera zistanou u sebe. VSechny dosavadni déje 1ze tak zahrnout pod pojem
dokonale nepruzny raz. Télesa tvorila izolovanou soustavu, kdy z vnéjsku
zadné dalsi téleso na soustavu nepisobilo, naopak jediné piisobeni bylo mezi
télesy soustavy navzajem. Celkova hybnost soustavy se béhem probéhnuti déje
nezmeénila. Energie soustavy se odstréenim zvétsila o praci vykonanou akci a
reakci, srazkou se zmensila o praci spotfebovanou akei a reakci (obvykle se pte-
ménila na vniténi energii). Mechanicka energie soustavy se tim zménila, celkova
energie soustavy se vSak zachovala.

Existuji vSak déje, kdy se pri srazce téles v izolované soustavé zachova
hybnost i mechanicka energie. Takovy déj se nazyva dokonale pruzny raz a
budeme se jim zabyvat v nasledujicich ptikladech.

Obecné vsak srazka byva ”razné pruznd”, na vnitini energii se premeéni
mensi ¢i vétsi ¢ast mechanické energie. Tento obecny pripad se nazyva nedo-
konale pruzny raz a zabyvat se jim budeme v 3. kapitole. Dokonale nepruzny
a dokonale pruzny raz jsou vlastné jeho krajni pripady. Pfi dokonale pruzném
razu se od sebe télesa odrazi nejpruznéji, jak je to jen mozné — mechanicka
energie se zcela zachova. U dokonale nepruzného razu se télesa od sebe viibec
neodrazi a zistanou u sebe — na vnit¥ni energii se preméni za danych podminek
maximalni mozna ¢ast mechanické energie.

Jednotlivé druhy razi si mizeme piedstavit pii dopadu riznych téles tvaru
koule na tvrdou podlahu. Dopad kulicky vymodelované z plasteliny je dokonale
nepruzny, kulicka se viibec neodrazi. Pruzny micek zvany hopik se naopak od-
razi tak, ze vystoupa témér do puvodni vysky - odraz se blizi k dokonale pruz-
nému. Tenisovy, basketbalovy, volejbalovy ¢i fotbalovy mi¢ se odrazi obecné
rizné a jsou prikladem nedokonale pruzného razu.

Priklad 8:

Vagén o hmotnosti m; = 20 t se pohybuje pfimocarym pohybem po vodorov-
nych kolejich rychlosti o velikosti v; = 4,0 m -s~! a narazi do stojictho vagénu
o hmotnosti my = 30 t. Pfi srazce se vagdny dokonale pruzné odrazi. Urcete
rychlost (tj. smér rychlosti a velikost rychlosti) kazdého vagénu.

Reseni:

Ozna¢me rychlosti kazdého vagdénu po srézce uy, us. Jelikoz pri narazu mu-
sime pripustit v pfimce oba mozné sméry pohybu, budeme pod oznacenim u,
a us chépat pfimo soufadnice hledanych rychlosti. Aby tloha byla jednoznacné
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FeSitelna, musime pro tyto dvé nezndmé souradnice rychlosti napsat dvé rov-
nice. Tentokrat kromé zakona zachovani hybnosti je splnén i zadkon zachovani
mechanické energie. Pro hybnost plati

mivy = miuy + mols.
kde vektory rychlosti lezi v pfimce, tedy pro jejich souradnice dostaneme
miv; = miul + Mmousg. (7)

Pro kinetickou energii plati

1 1 1
2 2 2
—Mmv; = —myu; + —mous. 8
2 175 175 2 (8)
my Vi ma
Mo o Fo O
T
(5% =7 U2 =7

mi rF; me | Yz
@) T o) @)

Z rovnic (7) a (8) vyjadfime pomér hmotnosti

mo V1 — Uy ’U% — U%
ma U u2

Z rovnosti druhého a tfetiho vyrazu plyne
U2 = V1 + uy.

Dosazenim do rovnice (7) a dalsimi upravami nakonec dostaneme

mi1 — Mo 2777,1
Uy = —————— V1, Ug = ———— V1.
m1 + mo my + mo
Ciselné vychazi
_ _ -1 _ _ -1
ul——gvl——O,Sm-s , U2—gvl—3,2m-s ,

tedy najizdéjici vagon se bude po srazce pohybovat rychlosti o velikosti
0,8 m-s~! v opacném sméru a stojici vagén se uvede do pohybu rychlosti
o velikosti 3,2 m - s~! ve sméru pohybu prvniho vagénu.

Pravé uvedeny piiklad je modelovy ptiklad dokonale pruzného razu, kdy
téleso o hmotnosti m; pohybujici se rychlosti o soufadnici v; narazi na téleso
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o hmotnosti ms, které je v klidu. Souradnice rychlosti uy, us kazdého télesa po
razu jsou na zakladé predchoziho piikladu dany rovnicemi:

s e (9),(10)

Uy = U1 Uz = * U1
miy + me m1 + mo

Provedme rozbor moznych vysledkt z hlediska hmotnosti téles:

1) Jestlize mq = mq, pak uy = 0, uz = v1, tedy prvni téleso se zastavilo a druhé
,pbrevzalo® jeho rychlost.

2) Jestlize m1 > ma, pak ug > 0, ug > 0, u; < uz, tedy obé télesa pokracuji
v pohybu ve sméru pohybu prvniho télesa a vzajemné se vzdaluji. Pokud navic
m1 > msy, neboli hmotnost ms je zanedbatelnéd vzhledem k hmotnosti my, pak
vychéazi uy — vy, ug — 2v1, tedy prvni téleso rychlost témér nezméni, druhé se
uvede do pohybu témér s dvojnasobnou rychlosti prvniho télesa pred razem.

3) Jestlize my < ma, pak uy < 0, uz > 0, tedy prvni téleso zménilo smér pohybu
na opacny a druhé se pohybuje ve sméru pohybu prvniho télesa. Pokud navic
my1 < ma, neboli hmotnost m; je zanedbatelna vzhledem k hmotnosti mo, pak
vychazi uy — —wvy, us — 0. Jde o dokonale pruzny odraz od mnohonéasobné
hmotnéjsiho télesa (v limitnim piipadé ma téleso zanedbatelné hmotnosti pred
odrazem soufadnici rychlosti v; a po odraze —uvy).
Dale napt. pii volbé my = 3m; dostaneme u; = f% - V1, U = % V1.

V dalsim prikladu vyfesime dokonale pruzny raz dvou téles, ktera se obé
pohybuji.

Priklad 9:

Vagén o hmotnosti m; = 25 t se pohybuje pfimocarym pohybem po vodorov-
nych kolejich rychlosti o velikosti 2,8 m -s~! a narazi do vagénu o hmotnosti
mo = 45 t, ktery jede v tém#e sméru rychlosti o velikosti 2,1 m -s~!. Po sréZce
se vagony dokonale pruzné odrazi.

a) Urdete rychlost (tj. smér rychlosti a velikost rychlosti) kazdého vagénu po
srazce.

b) Porovnejte velikosti vzdjemné rychlosti pfed srazkou a po srézce.

Reseni:

a) Oznacme rychlosti kazdého vagénu pied srdzkou vy, va, po srdzce u; us.
Pod oznacenim vy, v, u1, us budeme opét chapat primo soufadnice rychlosti,
tedy pfi volbé kladného sméru pohybu prvniho vagénu je v; = 2,8 m - s~ !,
v2 = 2,1 m-s~!. Pro hybnost plati:

mivy + MaoVe = MUy + MmaUs.
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pro soufadnice hybnosti dostaneme
Mmi1v1 + MaovU2 = MUl + Maua. (11)
Pro kinetickou energii plati

1 1 1 1
§m1vf + §m2v§ = §m1u§ + §m2u§. (12)

Z rovnic (11) a (12) vyjadiime pomér hmotnosti
my v —up Ui —ui

mi ug — vy U3 —v3

Z rovnosti druhého a tfetiho vyrazu plyne
Ug + vy = v1 +Ug. (13)

Vyjadiime-li uy a dosadime do rovnice (11), dostaneme soufadnici rychlosti
prvniho vagénu:
mi1 — My 2m2
U =—— v+ ————— - Va. (14)
my + ma mi + meo
Obdobné vyjadfenim uy z rovnice (13) a dosazenim do rovnice (11) dostaneme
soutfadnici rychlosti druhého vagénu:
2my mg —ma
Uy = —————— -V + ———— - Va. (15)
myp + ma my + ma
Reseni mizeme téz provést pomoci sklddani rychlosti. Zvolme soustavu pevné
spojenou napf. s druhym vagénem, pak kazda soutradnice rychlosti je zmensena
o soufadnici vo:

/ ! ! i
V] =V — V2, VUy=02—02=0, u; =u; —v2, uUy=1uUz— V2.

V této soustavé pak plati rovnice (9) a (10) ve tvaru

’ mi1 — Mo ’ / 2m1 ’
Uy = ————— Uy, Uy = —————— -
m1 + ma m1 + mg
Dosazenim dostaneme
mi — M2 mi —m2
! !
Ul :'LL1+'02:7.014»@2:7.(1)1*02)4,”27
mi + ma m1 + mo
’ 2m1 ’ 2m1
’U,Q:'LL2+'02:7.014»@2:7.(1)1*02)4,”2.
mi1 + ms m1 + mo

Po tpravé dostaneme obecné feSeni dané opét rovnicemi (14) a (15). Ciselng
vychézi
2 9 1 5 2 1

ulz—?-vl—l—?-vg:l,Qm-s_ , u2:?-v1+?-02:2,6m-s_ .
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Tedy kazdy z vagént smér svého pohybu zachova, pojedou opét v puvodnich
smérech, prvni rychlosti o velikosti 1,9 m - s~! a druhy rychlosti o velikosti
2,6m-s L.
b) Upravou rovnice (13) dostaneme

U — U = —(UQ - ’1}1),
tedy vzajemna rychlost vagénu pred srazkou a po srazce ma stejnou velikost a
opacny smér. V nasem pripadé se pred srazkou druhy vagén pohyboval vzhle-
dem k prvnimu vagénu (ptiblizoval se) rychlosti o soufadnici

vo—v1=21m-s 1 —-28m-st=-0,7m-s !,
po sréazce se druhy vagén pohyboval vzhledem k prvnimu (vzdaloval se) rych-
losti o souradnici

g —up =26m-s P —19m-s 1 =07m-s" L

V uvedeném pitikladu jsme odvodili vzorce pro dokonale pruzny raz dvou
pohybujicich se téles. Srazi-li se téleso o hmotnosti m; pohybujici se rychlosti
o soufadnici v1 s t€lesem o hmotnosti ms pohybujicim se rychlosti o souradnici
V9, jsou souradnice rychlosti u1, us kazdého télesa po razu na zakladé predcho-
ziho ptikladu dany rovnicemi:

mi—m 2m 2m ms —m
wp=mmme o 2ma |, 2ma L My
my + mg m1 + mg m1 + mg m1 + ma

Soucasné mezi souradnicemi rychlosti pfed razem a po razu plati vztah

|U2_U1:'U1_U2| (16)

ktery, jak plyne z odvozeni rovnice (13), je pfi automatické platnosti zékona
zachovani hybnosti ekvivalentni se zakonem zachovani mechanické energie.

Podivejme se na nékteré vlastnosti a zvlastni pripady:
1) Je-li jedno z téles pred razem v klidu, pak zpétnym dosazenim ve = 0 do
(14) a (15) dostaneme rovnice (9) a (10).
2) Pfi stejnych hmotnostech téles, tj. dosazenim m; = mgy do (14) a (15) dosta-
neme u; = va, uz = v1, tedy télesa si vzajemné vymeéni souradnice rychlosti.
3) M4-li jedno z pohybujicich se téles zanedbatelnou hmotnost vzhledem k dru-

hému télesu, zvolme napf. m; < mg, pak dosazenim m; = 0 do (14) a (15)
dostaneme limitni souradnice rychlosti

-m 2m
up = 2 v+ =2 vy = g + 20, (17)
mo mo
2-0 m
UQ:—"U1+—2"02:'02, (18)
meo meo
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Priklad 10:

Chlapec stojici tésné u koleji hodil hopik proti jedoucimu vagénu tak, Ze na
piedni sténu vagénu dopadl kolmo rychlosti o velikosti 10 m - s~! vzhledem
k zemi a dokonale pruzné se odrazil do protisméru. Velikost rychlosti vagénu
je 25 m - s~! vzhledem k zemi. Hmotnost hopiku je zanedbatelns vzhledem
k hmotnosti vagénu.

a) Urcete velikost vysledné rychlosti hopiku vzhledem k zemi. Reste z hlediska
soustavy 1. pevné spojené se zemi, 2. pevné spojené s vagénem.
b) Urcete pomér kinetickych energii mi¢ku po narazu a pfed narazem.

Reseni:
a) 1. Zvolime-li v soustavé spojené se zemi smér pohybu vagénu jako kladny,
pak soufadnice rychlosti mi¢ku je v; = —10 m - s~! a soufadnice rychlosti

vagénu vy = 25 m - s~!. Podle vzorct (17) a (18) je po odrazu soufadnice
rychlosti vagénu us = vs, tedy zlstava stejnd, zatimco souradnice rychlosti
micku je u; = —v; +2v3 =60 m - s~ L.

2. 7 hlediska cestujiciho ve vagénu se naraz jevi tak, Ze prilétajici micek se
dokonale pruzné odrazi do protisméru, tedy rychlosti stejné velikosti. Pti stejné
volbé kladného sméru pohybu plati vj = 35 m-s™!, v, = 0. Po odrazu do
protisméru je uj = 35 m-s~!, u, = 0. SloZenim pohybu vagénu a mi¢ku po
odrazu dostaneme soufadnici rychlosti micku vzhledem k zemi u; = vo +u} =
=60m-s L

b) Oznacime-1i m hmotnost micku, pak jeho kineticka energie pied narazem je

1 , 1 P <
Ex = imv% a po narazu Ey = §mu%. Po dosazeni a tpravé dostaneme

/ 2
Ey ui _
- 2

Ek U7

Priklad 11:

Kosmicka sonda Voyager 2 o hmotnosti m se pfi pfiblizovani k planeté Jupiter
pohybovala rychlosti o velikosti v = 12 km - s™! vzhledem ke vztazné soustavé
spojené se Sluncem ve sméru svirajicicim se smérem rychlosti planety thel
a = 45° (stav ve vzdalenosti zhruba 4 - 10 km od Jupiteru). Piisobenim gra-
vita¢niho pole planety se smér pohybu sondy zménil pfiblizné na smér shodny
se smérem pohybu planety. Velikost rychlosti Jupitera vzhledem ke vztazné
soustave spojené se Sluncem je vj, pro jeho hmotnost M plati M > m.

a) Urcete velikost u vysledné rychlosti sondy vzhledem ke Slunci p¥i vzdalovéni
ve stejné vzdalenosti od Jupiteru, v jaké jsme pohyb sondy zacali sledovat.

b) Urcete pomér kinetickych energii sondy po manévru a pfed manévrem. Kde
je zdroj prirtstku kinetické energie sondy?
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Popsany manévr se nazyva gravitacni prak a umozni ziskat dostate¢nou rychlost
k tomu, aby se sonda dostala mimo slunecni soustavu. Sonda Voyager 2 byla
takto urychlena v roce 1979 a nasledné podobnym zpiisobem planetou Saturn
v roce 1981.

Reseni:

Pro znazornéni déje pouzijeme obrazky ziskané pocitacovou simulaci pomoci
programu Famulus. Soufadnice x, y jsou uvedeny v metrech, polohy sondy a
Jupiteru jsou zobrazeny v ¢asovych intervalech 18000 s = 5 h.

a) Zvolme soustavu soufadnic pevné spojenou se Sluncem tak, Ze v daném
okamziku ma osa x smér totozny se smérem pohybu Jupitera a osa y sméruje
ke Slunci (prvni model). V této soustavé je a = —45° (rychlost sondy sméfuje
do 4. kvadrantu) a plati

vy = vcos(—45°) =85km-s7!, v, = vsin(—45°) = -85 km s~ .

107

4 -

L L L L L L L
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 T .1pl0

Ve vztazné soustavé pevné spojené s Jupiterem zvolime osy 2/, ¥’ rovnobézné
s osami z a y (druhy model). V této soustavé dostaneme soufadnice rychlosti
priblizujici se sondy

L =v,—v=(85-13)km-s' = —-45km-s"!, v =v,=-85km s ".

Uy
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Jeji velikost je
v = /vf + %2 — \/(,4,5)2 + (—8,5)2 km - g1 — 9,6 km - g1
Jupiter svym gravitaé¢nim polem zméni smér rychlosti sondy pfiblizné do sméru

svého pohybu tak, Ze po manévru ma ve stejné vzdalenosti stejnou velikost
w=v=96km-s !
-10?
4 - ;>
vy v
+
+
*
3| , —V;
M VJ
-+
+*
2 o
-
+
*
1 *
T .
*
L J
Y +
*
* *
-1 .”‘+000000000000
D —
u/
2l
sl
1
Z 1 3 107

/

»

-3

_4 :
Ve vztazné soustavé spojené se Sluncem (vratime se k prvnimu modelu) pak je
u=u+v;=(96+13)km-s' =226 km-s "
1 5 .
=mv?, po manévru

b) Kinetickd energie sondy pfed manévrem je Fj
/ 2
% = u_2 = 3,5. Jelikoz mecha-
e 1

mu?. Po dosazeni a tGpravé dostaneme
nické energie soustavy se béhem déje nezmeénila, musi byt prirtstek kinetické

1
E| = 5
energie sondy roven ubytku kinetické energie Jupitera.
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3 Nedokonale pruzny raz

V predchozich dvou kapitolach jsme rozebrali dva krajni pfipady razu téles. Pri
dokonale pruzném razu velikost vzajemné rychlosti téles po razu zistala stejna
jako pred razem:

U2 — U] = V1 — V3.

kde u1, us, v1, v2 jsou souradnice rychlosti. P¥i dokonale nepruzném razu byla
velikost vzajemné rychlosti po rdzu nulovéa, nebot se obé télesa dle pohybovala
spolecné.

P1i nedokonale pruzném razu se velikost vzajemné rychlosti po razu zmensi,
coz vyjadiime rovnici

U2 — U1 :k(v1 7’1)2). (19)

kde konstanta k spliiuje nerovnici 0 < k£ < 1 a nazyva se koeficient restituce
Soucasné plati ZZH:

mivU1 + MoU2 = MUl + MaUsg. (20)

Resenim soustavy rovnic (19) a (20) s nezndmymi u; a ue dostaneme

_ mlfkmz . (1+k)m2 .

= my + me vt mi + ma vz (21)
_ (At k)my my — kmy

42 = my + me vt my + me 2 (22)

Ovérime jesté zminéné krajni pripady nedokonale pruzného razu:

1) Volbou k = 0 dostaneme rovnici (4') pro dokonale nepruzny raz.

2) Volbou k = 1 dostaneme rovnice (14) a (15) pro dokonale pruzny raz.
Hodnoty koeficientu restituce zavisi predevsim na materialu, ¢asteéné téz na
tvaru téles a dalSich parametrech. Napft. v [2] se pro télesa tvaru koule uvadi:
tvrzend ocel (loziskové kulicky) 0,98, slonovina (dfive kule¢nikové koule) 0,82,
litina 0,68, jilmové dievo 0,60, olovo 0,20.

Priklad 12:

Vagén o hmotnosti m; = 25 t se pohybuje pfimocarym pohybem po vodorov-
nych kolejich rychlosti o velikosti 2,8 m-s~! a srazi se s vagénem o hmotnosti
mo = 45 t, ktery jede v témze sméru rychlosti o velikosti 2,1 m -s~1. Srazka je
nedokonale pruzna s koeficientem restituce k = 0,8. Urcete rychlost (tj. smér
rychlosti a velikost rychlosti) kazdého vagénu po srazce. Vysledek porovnejte
s vysledkem ptikladu 9, kde tato srazka byla dokonale pruzna.
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Reseni:
Pfi volbé souradnicové osy ve sméru pohybu obou vagénu dosazenim do rovnic
(21) a (22) dostaneme

25— 0,8 - 45 1,845
- (22 : 21) m-s'=1,99m s
“ ( 9%5+45 ' 25+45 ’)m ° PEITE
1825 45-08-25
= (=2 ) - 2,1 st =255m-s"
2 <z5+45 S T ’)m ° OO IS

U kazdého vagdénu doslo k mensi zméné rychlosti nez pti dokonale pruzné srazce,
prvni vagon se méné zpomalil, druhy se méné urychlil. Soucasné je vidét, ze
velikost vzajemné rychlosti tvori 0,8 nasobek velikosti vzajemné rychlosti po
dokonale pruzné srazce téchto vagdnii.

Zvlastni pripad nedokonale pruzného razu nastane, narazi-li letici koule na kouli
o stejné hmotnosti v klidu. Dosazenim m = my = mg a v2 = 0 do rovnic (21)
a (22) dostaneme:

1-k 1+k
v Ug =
9 1 2 2

v1. (23)

Uy =

Priklad 13:

Na razostroji jsou zavéseny dvé koule o stejné hmotnosti. Po vychyleni a uvol-
néni jedné koule se uvede do pohybu tak, Zze do druhé koule v klidu narazi
rychlosti o velikosti v;. Koeficient restituce £ = 0,60.

a) Urcete rychlost kouli po srdzce a ovéite rovnici (19).

b) Urcete, jakd ¢ast mechanické energie se pfeménila na vnitini energii.

Reseni

a) Dosazenim do vztahti (23) dostaneme u; = 0,2v; a ug = 0,8v;. Koule se
pohybuji ve sméru pohybu prvni koule pied srazkou, velikost vzajemné rychlosti
kouli po srazce je us —uy = 0,6v;.

b) Nejprve vyjadiime pomér nepfeménéné mechanické energie po srazce a me-
chanické energie pied srazkou, pfitom opét vyuzijeme vztahy (23):

2 2
1 2 1 2 1—]€ 2 1+k 2
o A I M R R <—2 i\ )
By 1 9 - v% - v% -

Emvl

=R+ +k)?* 14k

4 2
Pomér prfeménéné mechanické energie po srazce a mechanické energie pred
srazkou je

AUﬁEkal’(il Eﬁil 1+k% 1-k
E.  E. E. 2 2

=0,32.
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4 TUlohy

Uloha 1: Na hladiné rybnika jsou vedle sebe dva vory, na jednom stoji chlapec
s ty¢i. Hmotnost prazdného voru je m, hmotnost voru s chlapcem je 2m. Chla-
pec se tycl opfe o prazdny vor a odstréi jej. Urcete pomeér velikosti rychlosti,
pomér velikosti hybnosti a pomér kinetickych energii prazdného a obsazeného
voru bezprostfedné po odstréeni.

Uloha 2: Kazdy ze dvou vagénii ma hmotnost mo = 25 t, jeden je prazdny,
druhy nalozeny. Prazdny vagén stoji na kolejich, plny vagén se k nému blizi
rychlosti o velikosti v = 3,4 m-s~!. Po sraZce se automaticky spoji a pokracuji
v jizdé spoleéné rychlosti o velikosti u = 2,4 m - s~!. Uréete hmotnost m
nékladu. Reste nejprve obecné, pak pro dané hodnoty.

Uloha 3: Vlastovka o hmotnosti 0,1 kg leti rychlosti 20 m - s~!. Porovnejte
néasledek ,srazky“ vlastovky s potravou (mouchou) o hmotnosti 0,2 g v klidu
s nasledkem srazky s ¢lovekem o hmotnosti 50 kg v klidu. Obé srazky povazujte
za dokonale nepruzné. Vyuzijte pfimo obecné fesSeni prikladu 1.
Uloha 4: (FO51D-1I-3) ! Po piimych vodorovnych kolejich jedou proti sobé
dva vagoény. Prvni ma hmotnost m a velikost rychlosti v, druhy mé& hmotnost
3krat vétsi a velikost rychlosti 2krat mensi nez prvni vagdn. Po srazce se vagony
automaticky spoji.
a) Urcete, ktery z vagénti ma pied srazkou vétsi kinetickou energii a kolikrat.
) Uréete smér pohybu vagénti po srézce.
¢) Urcete velikost u rychlosti soupravy po srézce.

) Vyjadfete zlomkem, jakd ¢ast plivodni kinetické energie obou vagdnii se
srazkou pfeméni na vnitini energii.

Uloha 5 (FO49D-II-3): Dva chlapci stoji proti sobé na svych skateboardech.
Jeden z nich drzi v rukou medicinbal o hmotnosti m a vrhne jej vodorovnym
smérem do naruce druhého rychlosti o velikosti v vzhledem k zemi. Hmotnost
kazdého chlapce se skateboardem je mg.

a) Urcete velikosti vy a vy rychlosti vzhledem k zemi, které ziskd kazdy z chlap-
cl.

b) Urcete praci, kterou prvni chlapec hozenim medicinbalu vykon4.

¢) Urcete, jaka ¢ast této prace se zachové ve formé kinetické energie, tj. pomér
konec¢né kinetické energie soustavy vSech téles a prace vykonané prvnim
chlapcem.

I1Podrobné fteseni uloh 4, 5, 7 a 9 lze nalézt v archivu tloh na strankich FO
www.fyzikalniolympiada.cz
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Reste nejprve obecné, pak pro hodnoty mg = 60 kg, m = 4,0 kg, v = 2,4 m-s~ 1.

Uloha 6: Granat o hmotnosti m = 1,10 kg vrzeny svisle vzhiiru se v nej-
vys$s$im bodé trajektorie vybuchem roztrhl na tii ¢asti. Prvni ¢ast o hmotnosti
m1 = 0,20 kg ziskala rychlost o velikosti v; = 60 m - s~!, druh4 ¢4st o hmot-
nosti mgo = 0,4 kg se v kolmém sméru pohybovala rychlosti o velikosti v, =
=40m-s~ L.

a) Urcete velikost vz rychlosti tfeti ¢asti granatu a smér jejtho pohybu. Reste
nejprve obecné, pak pro dané ¢iselné hodnoty.
b) Kterd ¢ast grandtu méla nejvétsi kinetickou energii?

Uloha 7 (FO42D-I-7-¢4st): Druzice se skldda z vlastni druzice o hmotnosti
my = 50 kg a ochranného $titu o hmotnosti ms = 10 kg. Stit se odhazuje
dopfedu ve sméru pohybu uvolnénim stlac¢enych pruzin. Pfi pozemnich zkous-
kach upevnéné druzice pruziny udélily stitu rychlost o velikosti vg = 6,0 m-s—!.
Urcete velikost w vzajemné rychlosti druzice a stitu bezprostfedné po oddéleni
na obézné dréaze. Reste nejprve obecné, pak pro dané ¢iselné hodnoty.

Uloha 8: Fotbalovy brankaf o hmotnosti 67 kg byl zasazen mi¢em o hmotnosti
0,5 kg leticim rychlosti o velikosti v = 19 m - s~! v okamZiku, kdy se nachézel
ve vyskoku.

a) Brankal mi¢ zachytil. Urcete velikost rychlosti brankafe bezprostfedné po
zachyceni mice.

b) Mié¢ se po dokonale pruzné srazce odrazil zpét. Urcete velikost rychlosti
pohybu brankéafe a velikost rychlosti pohybu mice bezprostiedné po odrazu.

Velikost rychlosti nejprve vzdy vyjadiete jako nasobek velikosti v rychlosti,
poté Ciselné v jednotce rychlosti. Pfedpokladejme, Ze mi¢ sméfoval do oblasti

nikoliv rotad¢ni.

Uloha 9 (FO37-D-1-5): Po kolejich se pohybuje setrva¢nosti lokomotiva rych-
losti o velikosti v = 2,1 m - s~!. Na koleji stoji osamé&ly vagén a souprava tii
navzajem spojenych vagoni. Hmotnost kazdého vagénu je m, hmotnost loko-
motivy 6m. Lokomotiva narazi do osamélého vagénu a automaticky se s nim
spoji. Pak tato souprava narazi do soustavy tii vagénu.

a) Také druhé spojeni probéhne automaticky. Uréete rychlosti pfed rdzem a
po razu.

b) Druhé spojeni nenastane a obé soupravy se rozjedou. Uréete velikosti rych-
losti a smér pohybu souprav po razu. Raz povazujte za dokonale pruzny.

Uloha 10: Céstice alfa (jadro helia) se pohybuje piimocaie ve vakuu rych-
losti 2-10° m - s~! a narazi na proton, kterj se nachézi v klidu na trajektorii
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Castice alfa. Hmotnost Castice alfa je priblizné 4krat vétsi nez hmotnost pro-
tonu. Srazku lze, na rozdil od vagéni, povazovat presné za dokonale pruznou,
nebot ¢astice se béhem pribliZzeni odpuzuji elektrickou silou a vzajemné se ne-
dotknou.

a) Urcete konecéné rychlosti obou &éstic.
b) Urcete, kolik procent kinetické energie pfevzal proton od ¢astice alfa.

Uloha 11: Rézostroj tvoii soustava tii dokonale pruznych
vzajemné se dotykajicich kuli¢ek o hmotnostech m, 2m, 3m
lezi na vodorovné primce. Jednu z krajnich kuli¢ek vychy-
lime a uvolnime, ¢imz bezprostfedné pred razem ziska rych-
lost o velikosti v. Urcete velikost w rychlosti druhé krajni
kulicky bezprostfedné po uvedeni do pohybu a pomér ki-
netické energie prenesené na tuto kulicku a ptvodni kine-
tické energie prvni kulicky. Rozliste pripady, kdy vychylime
krajni kulicku o hmotnosti a) m, b) 3m. VyuZijte vzorce
odvozené pro dokonale pruzny raz.

Uloha 12: Reste piiklad 9 na str. 17 pro vagény jedouci navzajem opaénym
smérem.

Uloha 13: Na hopik o hmotnosti m; ve viice hg nad podlahou polozime hopik

o hmotnosti msg, pficemz msy < mq, a soustavu pridrzujeme. Po uvolnéni oba

micky umisténé nad sebou padaji. Spodni hopik se dokonale pruzné odrazi od

podlahy a okamzité dokonale pruzné narazi do horniho hopiku.

a) Pfi jakém poméru m; : mo hmotnosti se dolni hopik po srdZce s hornim
hopikem zastavi?

b) Do jaké vysky h pak vystoupd horni hopik?

Uloha 14: Reste piiklad 12 na s. 23 pro vagény jedouci navzijem opaénym
smérem.
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Uloha 15: Kulicka zavéSena na ten-
kém vldkné se dotykd druhé ku-
licky stejné hmotnosti polozené na
kraji stolu ve vysce H nad podlahou.
Prvni kulicku vychylime pfi napnu-
tém vlakné tak, ze jeji vyska nad sto-
lem bude h, a uvolnime. Pfi dosazeni
nejnizsi polohy narazi do druhé ku-
licky.

a) Urcete vzdalenost L mista dopadu
od okraje stolu pfi dokonale pruz-
ném razu.

b) Urcete vzdalenost Lj mista do-
padu od okraje stolu pfi nedo-
konale pruzném razu s koeficien-
tem restituce k. Vysledek téz vy-
jadfete ve tvaru nasobku délky L
z Ulohy a).

28




Vysledky

Problémové intermezzo:

1) Kinetickd energie stiely: W = Fyx = % -0,00054 - 1702 J = 7,8 J, velikost

rychlosti zpétného pohybu vzduchovky: vo = %vl = 0,030 m - s~ !, kineticka
2

energie vzduchovky: Ey = %-3,1 -0,030% J = 0,0014 J je zanedbatelna vzhledem

ke kinetické energii sttely.

2) Alesova lodka se uvedla do pohybu rychlosti o velikosti v; = %02. Ales
1

vykonal praci

1 1 1 (ms \* 1 1 m
W = —myvl+-mov = —my (—21)2) + =mavs = §m2v§ (1 + —2> =52J.
m

2 2 2 m 2 1
Pomeér kinetickych energii lodéek je
1
Ek2 2m2v2 mzvg mi
o= = 5 = — = 1,6.
gt (B) ™
my

3) Zemé mé mnohonasobné vétsi hmotnost nez bézné téleso. Ozna¢me M hmot-
nost Zemsé, v, velikost jeji rychlosti v okamziku, kdy padajici téleso o hmotnosti

m mé velikost rychlosti v. Pak z rovnic mv = Mv,, Ey = %va, By, = %M v2

dostaneme stejné jako v tloze s lodkami obecné Feseni
Loar2
Mo Mwv?

Ekz

Ee 1 o Mo\
e ()

Z vysledku plyne, ze kineticka energie Zemeé je naprosto zanedbatelna vzhledem

ke kinetické energii télesa. Napf. pro padajici téleso o hmotnosti 6 kg je tento
pomér 1 :10%4.

=|3

U1: Pomér velikosti rychlosti 2:1, pomér velikosti hybnosti 1:1, pomér kinetic-
kych energii 2:1.

I’I2:m:2uiv
V—U

mo = 1,4m0 =35t.

U3: V piipadé srazky s mouchou se tak preméni energie (hmotnosti dosazeny
v gramech)
Mo 0,2 2

AU = E = -
mi+tme 5 1004+ 0,2 5 1002

Ey = 0,002E, = 0,04 J.
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V pripadé narazu vlastovky do ¢lovéka se pfeméni energie

mo 50 1000
Ey = Ey = Eyx =0,998FE = 19,96 J.
m1 + ma k 0’1 T 50 k k ) k )

AU = 1002

Zatimco prvni srazka je pro vlastovku piijatelnd a pi{jemnd (je odménéna ulo-
venou potravou), druhd srazka je pro ni naopak velmi nebezpeén4.

U4a:

a) & = , prvni vagén mé - krat vétsi kinetickou energii.
Eyo v 3
2
b) p1 = muv, ps = 3m- % = imv ve sméru pohybu druhého vagénu — ma vétsi
hybnost.
c) u 1,
=3V
2
= 4m- (Y
d) L _ 2 ™" <8> -1 Na vnitfni energii se preméni 2
B ~ 1, 1 N2 T st sep 28
puvodni kinetické energie.
Us: m 1 m 1
= — = — = = — = — = . -1
a) vl*mo v=qEv = 0,16m-s~1, v, P v=1gv 0,15m-s

b) W = lmov% + §mv2 _ (mtmom > _ 12,3 J.

2 2mg
1 2.1 2 (m + 2mo)m? ,
o) B _ 9Mmovi + 2(m+m0)v2  2momEmo).  m(m+2mg)
wo 1 o, 1 9 — (mtmo)m o (m4mg)?
5Movy + 5 MY o v
31
= 556 =0,121.
Ueé: 5 5
a) vy = Y2t (maw)? g
m —mi — My
tga = lel = 0,75, a = 37°, tj. smér pohybu treti ¢asti je odchylen o
2V2
127° od sméru pohybu druhé ¢asti a o 153° od sméru pohybu prvni ¢asti
granatu.

b) Tieti cast: Eys =400 J (Eyy = 360 J, Eys = 320 J).
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U7:wv1+vgw/w'vo\/§~v06,6m~sl.
mi 5

US:

1 5
a) mv—0,14m-s .
. ... 133 1

b) Velikost rychlosti mice: BV = 18,72m-s™°,

velikost rychlosti brankéare %v =0,28m-s"1.
U9: 6 3
a) Po prvnim spojeni Zv=18m- s~1, po druhém Fv=126m- s™L.
b) Lokomotiva s vagénem %v =0,72m-s7!,

souprava tii vagoni gv =252m-s" L.
U1o:

a) Céstice alfa 1,2-10° m -s~!, proton 3,2 - 105 m - s71, ve stejném sméru.
b) 64 %.

O s
1577 75
8 64
b) U= gFv, o=
. 2 9 _ 5 2 _
U12:u1:—7-111+7-112:—3,5m-s 1, UQ:—7"U1+7'U2:1,4H1-S 1.
U13:
a) my:me=3:1,
b) h = 4hy.

Ul4: u; = —287m- s, wy =105m-s!, wus—u; =392m-s ! =
=08-49m-s L

U1l5:
a) L= 2Vh,
b) L= (1+k)WAH =11k,

2
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