SOURADNICE VE FYZICE

Studijni text pro Fesitele FO a ostatni zajemce o fyziku
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Uvod

V bé&Zném kazdodennim Zivoté se ¢asto setkdvame s potiebou popsat polohu né-
jakého télesa. Asi nejbéznéjsi zptisob popisu polohy télesa v praktickém Zivoté
je popis polohy télesa vicéi néjakému jinému télesu. Pak mluvime o tzv. vzdjem-
ném pohybu téles. S timto zpltsobem popisu polohy téles ale nevystacime ve
udat polohu télesa proto, abychom pak mohli popisovat také pohyb télesa.

Misto toho, abychom urcili pohyb télesa uvedenim jeho polohy vici néja-
kému jinému télesu, postupujeme tak, Ze toto referencéni (vztainé) téleso re-
prezentujeme vztaZnou soustavou S. Za vztaznou soustavu volime zpravidla
soustavu pravouhlych (kartézskych) soufadnic. Ve fyzice se ale v mnoha piipa-
dech jevi jako vyhodné pracovat i s jinymi nez kartézskymi souradnicemi.

V tomto textu si ukdzeme pouziti riiznych (nejéastéji pouzivanych) soustav
soufadnic k popisu konkrétnich fyzikalnich situaci, se kterymi se setkavame
v praktickém Zivoteé.



1 Popis soustav souradnic

Jak jiz jsme si fekli v uvodu, kazdy pohyb ve fyzice popisujeme vzhledem
k néjaké vztazné soustaveé — tii prostorové a jedna casova soufadnice. Budeme-
li napf¥. uvazovat pohyb v roviné, miazeme v této roviné zvolit pocatek O a dvé
vzajemné kolmé osy kartézskijch soutadnic' x, y, zkricend nékdy zapisujeme
soustava Oxy. Na osach x, y pak vynasime soufadnice boda v roviné.

Vzdalenost bodu P od pocatku O pak bude

rovna
r=|r|=|0OP| = vx?+ 2.
Obr. 1 Kartézska
soustava soutradnic
Yy
Budou-li se v kartézské soustavé sou- yol oo B
fadnic nachézet dva body A = [z1; 1], /
B = [z2;y2], pak pro vzdélenost téchto Y1 ____4| !
dvou bodt plati (obr. 2) | |
| | T
I z T
AB| = /(w2 =21 + (v2 — 1%, © Lo

Obr. 2 Vzdalenost dvou bodii

V celé fadé situaci ovSem s témito souradnicemi nevystacime a ukazuje se jako
vyhodné misto kartézskych soufadnic pouzivat souradnice poldrni (obr. 3).

Polarni souradnice jsou urceny pomoci vzda-
lenosti bodu od poc¢atku r > 0 a polarnim
thlem ¢ € (0;27), ktery odéitdme od dané
poloosy x vychazejici z pocatku proti sméru
Obr. 3 Polirni hodinovych rucicek.

soutradnice

Mezi kartézskymi a polarnimi souradnicemi plati vztahy

T = T COS , y = rsin, r =22 + 92, tg(ng

- .

INézev této soustavy pochézi z latiny (latinsky Cartesia) od francouzského matematika
René Descarta.



Od souradnic v roviné pak muzeme také prejit k souradnicim v prostoru. V pro-
storu opét zavedeme kartézské soufadnice a analogicky jako v roviné mizeme
pséat pro vzdalenost bodu od pocatku vztah

0 Y
X

Obr. 4 Pravotociva kartéz-
ska soustava souradnic

r =22 +y2%+ 22.

Vzdalenost dvou bodt je pak dana vztahem

r=v/(r2 —21)%> + (y2 — 11)? + (22 — 21)*

Obecné existuji dvé kartézské soustavy sourad-
nic: pravotociva a levotociva. Ve fyzice budeme
pouzivat pouze soustavu pravotocivou, kterd je
znazornéna na, obr. 4.

Pokud bychom ve fyzice dostali situaci, kdy soustava bude vykazovat valco-
vou symetrii (napf. elektrické pole nabitého vodiée), bude vyhodnéjsi pouzivat
valcové soutfadnice R a ¢ v roviné kolmé na podélnou osu vélce a kartézskou
soufadnici z ve sméru podélné osy valce. Pro valcové souradnice plati vztahy

xr = Rcosp, y=Rsinp, z=z.

Poslednim typem soufadnic, kterymi se budeme zabyvat, jsou souradnice

stérické r, ¢, ¥ (obr. 5).

Obr. 5 Sférické soutradnice

Chceme-li prevést sférické soutadnice do souradnic kartézskych, plati

Soufadnice r > 0 pfedstavuje vzdalenost bodu od
pocatku, 0 < ¢ < 27 je polarni thel v roviné zy
méfeny od osy  a 0 <9 < 7 je uhel od¢itany od
sméru osy z (obr. 5).

Porovname-li tyto thly se zemépisnymi souradni-
cemi, mtizeme Fici, ze thel ¢ ve stupnich uréuje
zemépisnou délku odé¢itanou od nulového poled-
niku vychodnim smérem do 360° a ¥ méfeny ve
stupnich uréuje zemépisnou $itku (avSak odéita-
nou nikoli od rovniku, ale od severniho pélu).

x = rsind cos p, y = rsin ¥ sin p, z =rcost,

jak 1ze snadno nahlédnout z obr. 5. Opaény pfevod je mozno psat ve tvaru

r = /J;2+y2+22,

tg(p:g cost = :

x’ /22 1 y2 + 22



Ve fyzice také sledujeme, jak se méni matematické vyjadreni jednotlivych fyzi-
kalnich veli¢in pfi transformacich souradnic.

Budeme uvazovat kartézské souradnice v prostoru a budeme je transfor-
movat. Pfitom budeme uvazovat pouze euklidovské transformace, pfi kterych
se zachovava vzdalenost mezi dvéma body a thly mezi dvéma sméry. Takova
transformace mize byt napf. translace — rovnobézné posunuti vsech tii os do
nového pocatku.

Oznadime-li a vektor spoju-
jici ptivodni pocatek O s no-
vym pocatkem O’, dostaneme
transformacni vztahy

!
=z —ag,

Y =y —ay,

7 =z—a,.
Obr. 6 Translace

Jinym dulezitym pfipadem transformace je rotace — pootoceni jedné kar-
tézské soustavy souradnic vi¢i druhé, pficemz obé maji tyz pocatek O = O’.

V tomto pfipadé lze odvodit transformadcni
vztahy

! —

2’ =xcosptysing, 1y = —wsinp+ycosyp,

z =z,
a opacné
7 / ! !s ’
z’ r=x cosp—y sinp, Y= sinp+y cosy,
Obr. 7 Rotace =2



2 Rychlost a zrychleni

V této Casti si ukazeme, jak pocitat rychlost a zrychleni v riznych sousta-
véach soufadnic (v kartézské soustavé soufadnic jiz toto umime, a proto se vice
zaméfime na ostatni soustavy soufadnic).

2.1 Rychlost a zrychleni v polarnich souradnicich

V této ¢asti se zaméfime na to, abychom si ukéazali, jak se urci slozky rychlosti
a zrychleni v polarnich souradnicich.

y Vztah mezi polarnimi soufadnicemi R,
G €r ¢ a kartézskymi z, y je dan rovnicemi
y O PR
. : x = Rcosp, y= Rsiny,
| o
I potom lze také psat
(4 ! z
10) T

R=+z2+4+y2, ¢= arctgg.
Obr. 8 Polarni souifadnice z

Nejprve budeme hledat slozky vektoru rychlosti v a zrychleni a v souradné
soustavé, jejiz osy budou pro kazdy bod dany smérem rostoucich soufadnic R
a . Tyto osy jsou navzijem kolmé (obr. 8).

Oznacme slozky vektort @ a v do sméru rostouci soutfadnice R jako vg, ar
a slozky do sméru rostouciho ¢ jako v, a,. Pro slozky vg, v, ar, a, vektort
v a a plati vztahy

UR=V-€r, Upo=V-€, Gr=0-€r, Q,=0-€,. (1)

Pro kartézské slozky v, v, vektoru v pak mtizeme psat

dz d dR . dy
ve =gy = qReose) = g cose — Reingoog
vy = = dt(Rsmcp) =% coscerRcoscp—dt, (2)

a pro kartézské slozky a., a, vektoru a plati

dv, |d?R dp\? dRdyp _d%p] .
“=a e " <a) s [255 +RW] e
a _duy @—R do : sinp + Zﬁd—@—i—R(P—@ oS (3)
Yooar | de? dt 7 dt dt dt? v




Z obr. 8 mizeme urcit kartézské slozky vektorti er a e,:
ERz = COSQ, eRry =8N, e,y =—sinp, e,y =cosy. (4)
Po dosazeni (3), (4) do (1) dostaneme

UR = Uz€Rz + Uy€Ry,

dR d dR d dR
VR = Ecos%p — Rsingocosgod—f + Esin%& +Rsin<pcos<pd—f =
Vp = VgCopg + VyCyy,
dR dR d d
= sin ¢ cos ¢ 4+ Rsin® ¢ + — sin ¢ cos ¢ + R cos? ¢ @:R—w.

Yo T T dt dt dt

dR\” dp\?
v =/ vgt+ g \/(dt) +R <dt)'
Po dosazeni (3) a (4) do (1) dale obdobnym zptsobem jako v pfedchozim

pripadé dostaneme
a2R de\?
ar=—5 — R <£) ,

Potom

a2 dt
dR dy d?p 1d 5de
=2—_T — = —=.
® dt dt +Rdt2 Rdt R dt

Pozndmka

Pokud bychom od polarnich soufadnic R, ¢ chtéli prejit k valcovym sou-
fadnicim R, ¢, z (v prostoru), plati pro vg, vy, ar, a, stejné vyrazy jako pro
polarni soutfadnice v roviné, a pristupuji dalsi jednoduché vztahy

dz d?z

’UZZE, aZ:W.



2.2 Rychlost a zrychleni ve sférickych souradnicich

Vztahy mezi kartézskymi soufadnicemi x, y, z a sférickymi souradnicemi
r, i, ¥ jsou dany rovnicemi (obr. 9)

z=rsindcosy, y=rsindsing, z=rcosd. (5)

Pro sférické souradnice lze analogickym postu-
pem jako v pripadé souradnic valcovych odvodit
vztahy

dr dv

de .
Ur = g V0 =T vsazrasmﬁ, (6)

Obr. 9 Sférické soutadnice

d2r dv\?  [de\?® .,
a,.—F—rl<a) +<E> sin“ ¢ ,

1d , /do\? de\? . p
= —— — ] - — mn
a9 Tdtr ar T di S COS @,

1 d 2 de sin 9. (7)

. — el
“ rsinddt  dt

Nyni si ukdZzeme nékolik tloh, kde lze s vyhodou pouzit vyse popsané typy

soufadnic.



Piiklady
Priklad 1 — trajektorie pohybu hmotného bodu

Pohyb hmotného bodu je dan parametrickymi rovnicemi

x = ktcoswt, y = ktsinwt.
Urcete slozky rychlosti a zrychleni bodu v polarnich souradnicich. Navod: nej-
prve vyjadrete v polarnich soufadnicich parametrické rovnice pohybu, pak rych-
lost a zrychleni.

Reseni

Oznacime-li R = kt, p = wt, pak mizeme psat R = g Trajektorii pohybu je

Archimédova spiréla. Pouzitim vztaht (2) a (3) dostaneme

d°R do\?
vg =k, agr= prae R <d—f> = —ktw?,

vV, = ktw, a, = %% <R2i—f> = 2kw.

Priklad 2 — kuZelosecky

Dokazte, Ze rovnice

p
=7 8
r 1+ ecosp )

je rovnici kuzelosecek v polarnich souradnicich R, ¢. Pocatek soustavy sourad-
nic R = 0 je v ohnisku kuzelose¢ek. Urcete velikost ¢ pro elipsu, parabolu a
hyperbolu.

Reseni

1. Pro elipsu

7Z definice elipsy dostaneme

b
Jid R R+ R = 2a.
e ¥
B Iy Podle obr. 10 mtzeme psat
R = (2e 4+ Rcosp)? + R?sin” .
a Po dosazeni za R’ = 2a— R z prvni rovnice

dostaneme
Obr. 10 Elipsa



(R —2a)? = (2¢ + Rcos )% + R%sin® ¢,

po Upraveé

R(a+ ecosy) = (a* — €?),

z ¢ehoz

b2

9)

- 1+ecosp’

P#i tipravé na vztah (9) z predchoziho vyrazu jsme uzili rovnosti b = a? —e? a

oznacili jsme ¢ = S. Vyraz S < 1, a proto je pro elipsu také ¢ < 1. Z porovnani
2
rovnice (8) a (9) je také vidét, ze p = %.

2. Pro parabolu
p

7 definice paraboly dostaneme

R=(e— Rcosyp) +e,

&

7 ¢ehoz
2e

- 1+cosy’

\

Obr. 11 Parabola

(10)

7

Porovname-li rovnici (8) s rovnici (10), dostaneme
e=1,p=2e.

3. Pro hyperbolu

i Podle definice hyperboly plati
R
R | RI — R = 2(1.
|
¥ | e Dale plati také kosinova véta
F1 =0 : F2
E2a R = (2¢)*> + R* — 4Recos .
E Po dosazeni za R’ = 2a + R z prvniho vztahu
' dostaneme
Obr. 12 Hyperbola (2a + R)? = 4e* + R? — 4Recos ¢.

10



Po upravé dostaneme

z ¢ehoz

1+ 5008
- . .. e a3 b2 e
Oznadime-li (obdobné jako v piipadé elipsy) p = T ET 4> 1, dostaneme

rovnici (8).

Priklad 3 — pohyb po povrchu Zemé

Stanovte parametrické rovnice, slozky rychlosti v;., vg, v, a slozky zrychleni a,.,
ay, a, ve sférickych souradnicich pro pohyb hmotného bodu pohybujiciho se
rovnomeérné po povrchu Zemé (budeme predpokladat, Ze Zemé ma tvar idealni
koule o poloméru R) ve sméru a) poledniku, b) rovnobézky, c) severozapadnim.

Reseni

Pii feSeni pouzijeme vztahy (5) a (6). Po dosazeni dostaneme

a)

2
v
=R, v,=0, a =-Rk®=——,
r , v a

Y =kt+wvy, wvyg=REk, ay=0,

¥ = ¥o, ’Utpzoa atpzoa

kde R je polomér Zemé, k, ¥y, ¢ jsou konstanty, v je velikost vektoru rychlosti.

b)
02
r=R, v, =0, a =—Rk*>sin’0y=——,
R
¥ =1, wv,=Rksind, a,=0,
0=+ kt, vy=0, ay=—Rk*sinidycosvy,

la| = /a2 + a2 +aj = \/(ka2 sin?9g)2 + (—Rk?2 sin g cos )2,

’U2

Rsindy

la| = Rk?sindy =

11



¢) Vyjdeme z rovnic pro rychlost

de . dd
v = 0, up:REsmﬁ:Rkj, vg:RaszJ.

Z posledni rovnice dostaneme

% =k, po integraci ¢ = ¥y + kt.
Daéle mame
dp 1 1 1

At Vsing F sin(dg + kt)

Po integraci dostaneme

kt + 9
p=In ’tg 5 ol + Yo
Ze vztahu v, = 0 po integraci dostaneme r = R.
Zrychleni
2
a, = —2Rk? = f%, a, = k*Rcotg (kt + Vo), ay = —Rk?cotg (kt + ).
Potom

a= /a2 + a2+ a2 = V2Rk*\/2 + cotg? (kt + Vo),

V2
> R

V2 + cotg? (kt + Vo).

Pokud se (kt + ¥9) — 7, pak ¢ — o0, coz odpovidé spirdlovitému piiblizovani
pohybujicitho se bodu k pdélu. Vysetfovani pohybu je tedy nutno omezit na
interval 0 < 9 < 7.

Polozime-li ¥y = T

§7
vo = 0 (pohyb zaéind na ose x), dostaneme vztahy

kt =

tj. budeme uvazovat, ze pohyb zacind na rovniku a

ﬂzkt—i—%, p=1In

12



Konstanta k predstavuje rychlost zmény thlu ¢
v zévislosti na ¢ase. M4a-li bod dosdhnout sever-
niho pélu z rovniku napt. za 1 den = 24 hod,

potom ze vztahu ¥ = g + kt dostaneme

— Tk =T pod?
0= +k-24=k=—-chod "

Graficky Ize niZe uvedenou situaci znazornit na
obr. 13.

Obr. 13 Pohyb po Zemi

Priklad 4 — odstiedivy stroj

Vodorovny drat na odstiedivém stroji se otaci kolem svislé osy tthlovou rychlosti
w. Po ném bez tfeni klouze kulicka o hmotnosti m, jejiz vzdalenost od osy je
v case t = 0 s rovna rg.

a) Jaka je trajektorie pohybu kulicky?

b) Urcete kolmou tlakovou silu, kterd ptisobi pfi tomto pohybu kulicky na
drat.

Reseni

a) Polohu kuli¢ky popiSeme pomoci polarnich soufadnic. Silu piisobici na ku-
licku pfi radidlnim pohybu po dratu lze vyjadrit vztahem

2
d®r 9

d?r 2, o
Mm—s = MWTr = —5 = wr
dt? dt? ’
coz je diferencidlni rovnice 2. fadu. ReSenim této rovnice je napf. partikuldrni
integral
r= Ke“"
(Sami se presvédcéte, Ze tento partikularni integral vyhovuje vySe popsané di-

ferencialni rovnici.) Z podminky, Zze v ¢ase t = 0 s je r = ry dostaneme, Ze

K = rg. Potom

r = roe’t,

coz je rovnice logaritmické spirdly.

13



Obr. 14 Logaritmicka spirdla Obr. 15 K vypoctu tlakové sily

b) Kolma4 tlakova sila na drat bude jednak zptsobena Coriolisovou silou
FC = —2mwXx v,

kterd pisobi v roviné proti sméru otaceni — obr. 15 (viz napf. text Skaldry,
vektory, ... str. 18). Jeji velikost je ddna vztahem

d
Fo = 2mwd—:; = 2mw?rge*t.

Druhou silou, ktera prispiva k vysledné tlakové sile pusobici kolmo na drat,
je sila tthovd Fg = mg, kterd sméfuje svisle doli (obr. 15). Vyslednici téchto
dvou sil je kolma tlakova sila, jejiz velikost je dana vztahem

F =m\/g? + dwtrde?«t.

Priklad 5 — elipticky pohyb
Pohyb hmotného bodu je dan parametricky rovnicemi
x = Asinwt, y = Bsin(wt + «).
Napiste rovnici tohoto pohybu v polarnich soufadnicich a urcete plosnou rych-

de

lost pohybu vp = %R2 ar |

Reseni
V polarnich soufadnicich muZzeme psat
R=+/224+y2= \/A2 sin? wt + B2 sin?(wt + a),

Bsin(wt + «)
Asinwt

© = arctg J_ arctg
T

14



Pro vypocet plosné rychlosti nejprve urc¢ime

dp d Bsin(wt + «)
— = —arctg ————=
dt dt Asinwt
de 1 Buw cos(wt + a)Asinwt — BAw sin(wt + «) cos wt
dt 14 B?sin®(wt + ) A? sin® wt ’
A? sin? wt
po upraveé

dy  ABwsina
d  R*
Plosna rychlost je pak dana vztahem

1
vp = §R2

d 1
d_f = §AB sin v = konst.

Poznamka

Trajektorii tohoto pohybu je elipsa, jedna se tedy o elipticky pohyb, pii
némz je velikost plosné rychlosti konstantni, tj. vp = konst.. Pfipomenme si,
Ze pro tento druh pohybu plati 2. Keplerav zakon.

Cviceni 1
Hmotny bod se pohybuje konstantni thlovou rychlosti o velikosti w po logarit-
mické spiradle, kterd ma v polarnich souradnicich rovnici

R = Ae®,

kde A > 0, b > 0 jsou konstanty. Napiste zavislost zmény velikosti zrychleni
v zavislosti na R.

15



3 Vektorovy popis polohy bodu v raznych sou-

stavach souradnic

Doposud jsme se zabyvali popisem

polohy téles pfi pohybu ve slozkovych tva-

rech. Nyni si ukdzeme, jak 1ze vSe shrnout do jediné rovnice.

Kartézska soustava souradnic

z

Obr. 16 Kartézska soustava sou-
fadnic

Valcova soustava sourfadnic

Obr. 17 Valcova soustava souiadnic

V kartézské soustavé soutradnic zavadime
jednotkové vektory i, j, k ve sméru prislus-
nych soufadnicovych os z, y, z (obr. 16).
Polohu hmotného bodu je pak mozno po-
psat pomoci jediné rovnice

r=xi+yj+ zk.

Obdobné lze také popsat rychlost a zrych-
leni
Vv =vgi +vyj + vk,

a =azi+ayj+a.k.

Prechod mezi kartézskou a valcovou
soustavou soufadnic popisuji vztahy

x=Rcosp, y=Rsinp, z=z.
Pak mtzeme psat

r=Rcospi+ Rsingj + zk.

16



Sféricka soustava souradnic

Podle kapitoly 2.2 1ze psat
r=rsindcospi+ rsindsinpj + rcosd k,

nebo
r=re. + pe, + vey.

Obdobnym zpisobem bychom postupovali v pfipadé rychlosti a zrychleni.

Priklad 6 — pohyb kapky

Kapka sték4 konstantni rychlosti velikosti v = 0,1 m-s~! po télesové tihlopiicce
kvadru o hrandach a = 3 m, b =4 m, ¢ = 5 m. V ¢ase t = 0 s byla kapka
v hornim vrcholu C” (obr. 18) a sméfovala k dolnimu vrcholu A, ktery lez
v pocéatku soustavy soufadnic. PopiSte prubéh polohy kapky pomoci r = r(t).

Reseni

2 Velikost thlopricky

u=11a2+b2+c2=5/2m.

Rychlost v muzeme rozlozit do slozek
a

. —

Va2 +b% + 2
b

. —

Va2 + b2+ c?

c
V., =

—_——.
Obr. 18 Pohyb kapky : Va2 ¥ b2 + 2
Polohovy vektor kapky je pak dan vztahem

Uy = —

Uy = —

pe (A Vi (ot g (e )k
Pro dané hodnoty je

r = (3—0,03v/2t)i 4 (4 — 0,04v/2t)j + (5 — 0,05v/2t)k.
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Priiklad 7 — pohyb po valci

Bod K se pohybuje rovnomeérné rychlosti ve-
likosti ¥ = 2 m-s~!' po povrchové p¥imce
vélce (obr. 19). Vélec o poloméru R = 1 m
se otaci rovnomérné tak, ze vykona 1 otocku
za 1 sekundu. Zvolte vhodné soustavu soutad-
nic, pak popiste polohu bodu K pomoci funkce
r = r(t). Pohyb bodu K zaé¢ina na ose y.

Obr. 19 Pohyb po povrchu

valce

Reseni

Uhlové rychlost otaceni vélce je w = 2% =2rrad-s L

{z} = Rsin(wt + @) = 1-sin (271'{75} + g) = cos(2m{t}).

{y} = Rcos(wt + ¢g) =1 - cos <27r{t} + g) = —sin(27{t}).
{z} = vt = {t}.

Potom
r = cos(2m{t})i —sin(2n{t})j + {t} k.

Cviéeni 2 — kuzel

Hmotny bod se pohybuje rovnomérné rychlosti v
po povrchové primce kuzele tak, ze pohyb zacina
ve vrcholu kuzele. Povrchova pfimka svira s osou
otaceni thel 3 a kuzel se otaci kolem své osy sta-
lou thlovou rychlosti w (obr. 20). PopiSte polohu
hmotného bodu pomoci funkce r = r(t). Reste

nejprve obecné, potom pro hodnoty v =1 m-s—!,

ﬁ:%,wzgrad-s_l.

Obr. 20 Pohyb po po-
vrchu kuzele
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4 Souradnice a komplexni cisla

Kartézska soustava souradnic v roviné a komplexni ¢isla

V této ¢asti si ukdzeme zplisob zavedeni komplexnich ¢isel pfechodem z kartéz-
ské soustavy souradnic. Na obr. 21 je znazornéna kartézska soustava soufadnic.
V kartézské soustavé souradnic je poloha bodu A urcéena pomoci polohového
vektoru

r=uxi+yj.

Pokud bychom nyni kartézskou soustavu soutadnic
A nahradili Gaussovou rovinou pro znazornéni kom-
plexnich ¢isel, mohli bychom analogicky psat

x a=ay-14+as-1,

|

|

|

|

O z

kde jsme jednotkovy vektor i nahradili 1 (tu uz ale

Obr. 21 Kartézské sou.  4ale nebudeme psét), jednotkovy vektor j jsme na-
hradili imaginarni jednotkou 4.

stava soufadnic

Dostali jsme tzv. algebraicky tvar komplexniho
cisla. Velikost komplexniho ¢isla pak mizZeme pocitat
stejné jako velikost vektoru, tj.

la| = /a2 + a3.

S komplexnimi ¢isly je pak mozno poéitat stejnym
Obr. 22 Gaussova ro- zpusobem jako s vektory (viz studijni text Skaldry,
vina vektory, ...).

Polarni soustava souradnic v roviné a komplexni ¢isla

V Gvodni ¢asti tohoto textu jsme si ukazali, jak je mozno zavést popis polohy
hmotného bodu pomoci polarnich souradnic.

Pripomenime si, ze x = Rcosp, y = Rsiny. Potom

Yt - ; r = Rcospi + Rsinyj,
|
. |
J : z kde R = x2+y2,<p:arctg%.
o' i z Obdobné jako v predchozi ¢asti nyni nahradime kar-

tézskou soustavu souradnic Gaussovou rovinou, jed-
Obr. 23 Polarni sou- notkovy vektor i ¢islem 1, jednotkovy vektor j ima-
fadnice ginarni jednotkou.
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Pak mtzeme psat

a = |a|cos  + i|a| sin g,

kde |a| = \/a? + a3, p = arctg %. Dostali jsme kom-
1

plexni ¢islo v tzv. goniometrickém tvaru.
Obr. 24 Gaussova ro- S komplexnimi ¢isly pak mutzeme pracovat obdob-

vina nym zptisobem jako s vektory.

Priklad 8 — vektory v kartézské soustavé soufadnic

Jsou dany vektory a, b, a = 3i+4j, b = 4i+3j. Urcete skalarni soucin vektortu
a-b a-a.

Reseni

a-b=3i+4)) 4i+35)=12i-i+9i-j+16i-j+12j-j =24,
a-a=(3i+4j) (3i +4j) = 25.

Priklad 9 — komplexni ¢isla v algebraickém tvaru

Jsou dana komplexni ¢isla a = 3 4 44, b = 4 4 3i. Urcete soucin komplexnich
Cisel a- b, a-a.

Reseni

a-b=(3+4i) (4+3i) =12+ 9i + 16i + 12i% = 25,
a-a=(3+43) (3+4i)=9+24i + 16i% = —7 + 24i.

Vsimnéte si, ze u prikladd 8 a 9 jsme postupovali stejnym zpisobem, a to
tak, Ze jsme nasobili jednotlivé ¢leny mezi sebou.

Priklad 10 — polarni soustava souradnic
Jsou dany vektory @ = 3 cos30°i +3sin30°j, b = 4 cos60°i + 4 sin 60°j. Urcete
skalarni soucin vektori a - b, a - a.

Reseni

a-b = (3cos30% +3sin30°) - (4 cos60°i 4+ 4sin 60°5) = 12i - i cos 30° cos 60°+
+12j - jsin 30° sin 60° + 127 - j sin 30° cos 60° + 124 - j cos 30° sin 60° =

= 12i - i cos(60° — 30°) + 12i - j sin(30° + 60°) = 6+/3.

Obdobné bychom uréili a - a = 9.

20



Priiklad 11 — komplexni éisla v goniometrickém tvaru

Jsou déna komplexni ¢isla a = 3(cos30° + isin 30°), b = 4(cos60° + i sin 60°).
Uréete a - b, a - a.

Reseni

a-b=3(cos30° + isin30°) - 4(cos 60° + isin 60°) =
= 12(cos 30° cos 60° + 2 sin 30° sin 60° + i sin 30° cos 60° + i sin 60° cos 30°) =
12[cos(60° 4 30°) + i sin(60° + 30°)] = 12(cos 90° + i sin 90°) = 12i.

]
a-a=32%(cos30° + isin 60°)2 = 9[cos(30° + 30°) + i sin(30° + 30°)] =
9(cos 60° + isin60°) = 9 <% L3

2

Pozndmka
Zobecnénim prikladu 11 1ze dojit ke vztahtim pro nasobeni komplexnich
Cisel:
a = |a|(cosa +isina), b=|b|(cosf+ isinp).

Potom
a-b = lallblfcos(a + B) + isin(a + B)],

coz je také zédkladem pii odvozovani goniometrickych souc¢tovych vzorct. Ana-
logicky lze odvodit také vztah

a™ = |a|"(cos na + i sin na),

coz je tzv. Moivreova véta.
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5 Tézistova souradnicova soustava

s vz

Pfi jadernych reakcich ostielovaci ¢astice narazeji na nehybné jadra terce. V ta-
kovychto situacich muzeme rozbor téchto srazek znacné zjednodusit pouzitim
sebe vzajemné piisobi pii srazce.

V jaderné fyzice se ¢asto setkdvame se situaci, kdy ¢astice o hmotnosti m1,
ktera se pohybuje v kladném sméru osy x narazi do ¢astice o hmotnosti ms,
ktera byla puvodné v klidu.

Je-1i ¢astice 1 na ose x v misté o souradnici x; a Castice 2 rovnéZ na ose x

(m1 4+ ma)x = myx1 + moxa.
Budeme se zabyvat situaci, kdy se ¢astice pohybuji malymi rychlostmi, tj. ne-
budeme uvazovat relativistické efekty. Zderivujeme-li vySe uvedenou rovnici

podle ¢asu, dostaneme

d d d
)= 8

Oznaéime-li v; = %, Vg = % =0,v = %, miizeme pro velikost rychlosti
pohybu v tézisté napsat vztah
v=—"1_,
T omyitmy

Pohyb castic budeme dale vySettovat z hlediska pozorovatele umisténého v
jak se k nému pfiblizuje rychlosti (vi — v), kdezto ¢astice zleva se k nému
priblizuje rychlosti v. V tézistové soustavé pro celkovou hybnost miZzeme psét
_m _m
my + ma mi + ma
Soustava je izolovanda, a proto v ni plati zdkon zachovani hybnosti, tj. je-li
celkovéa hybnost soustavy pred srazkou rovna nule, musi byt rovna nule i po
srazce. Proto se po interakci v tézistové soustavé musi obé ¢astice pohybovat
od sebe se stejné velkymi hybnostmi, ale s opa¢nou orientaci.

V tézisfové soustavé mé i kinetickd energie jinou velikost nez v soustavé
laboratorni. Pro téZzistovou soustavu muZeme psat

my(v1 — v) — M = MV — My v — My 1.

1 1 1 1 1
E, = §m1(01 —v)? + §m2v2 = §m1vf — mivv + §m1v2 + §m2v2 =
= %mlv% — mlwv2 + %mﬂﬂ + %mQ'UQ =

1 1 1 1 1
= §mlv% — §mlv2 — §m2v2 = §mlv% — §(m1 + ma)v2.
Naproti tomu v laboratorni soustaveé je
1
Ek = §m11}%.
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Muzeme tedy psat, ze

1
1; = by — E(ml + mg)v2.

Mezi obéma soustavami tedy plati, Ze celkova kineticka energie castice v tézis-
tové soustavé je rovna celkové kinetické energii ¢astic v laboratorni soustavé

zmensené o hodnotu %(ml + mg)v2. Proto se ¢asto povazuje kineticka energie

E|. za energii relativniho pohybu ¢éstic. Pomeér

El’(_1 m1+m2v2_ ma
Ex mi vi  mi+me

vy

Podivejme se dale, jak by vypadal v tézistové soustavé popis dokonale pruzné

srazky. Pfi dokonale pruzné srazce nedochazi ke ztraté kinetické energie. Oznac-

me ¢arkované rychlosti pohybu ¢astic po srazce. Po srazce tedy mizeme psat
miv] = mavh,

%ml(’ul —v)? 4+ %m2v2 = %ml(v’l)2 + 5m2(v§)2.
Resenim této soustavy dostaneme
V) = v — v, vy =w.
Céstice se tedy v tézistové soustavé od sebe vzdaluji stejné velkou rychlosti,
jakou priletély.
Pfi nepruzné srazce se ¢ast kinetické energie rozptyluje (napf. ve formé
tepla).
P1i dokonale nepruzné srazce opét plati zdkon zachovani hybnosti a tedy
muzeme v t&8Zistové soustavé psat
myv] = mavh =0,
z ¢ehoz v] = v} = 0.
V tomto p¥ipadé uz ale neplati zakon zachovani mechanické energie. Obé ¢astice
ztrati veskerou svou kinetickou energii vzhledem k tézisti. V tomto pripadé do-
chazi k maximalnimu poklesu kinetické energie. Kinetickd energie soustavy po
srézce je vzhledem k t8zistové soustavé rovna nule. Maximalni pokles kinetické
energie E, pii srazce je pak dan vztahem

m2
El = ——FE.
mi + mo
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Vysledky cvic¢eni
Cviceni 1

vp = Abwe®? v, = Awe! ap = Aw?e® (b2 — 1), a, = 2Abw?eb!.

a=/a%+ a2 = Aw?(b+1)e"" = W R(b+1).

Cviéeni 2

x =wvtsinesinwt, y = vtsine coswt, z = vt cose.
r =vtsinesinwt i 4+ vtsine coswt j + vt cose k.
Pro dané hodnoty:

r = {t}sin % sin g{t}i + {t} sin % cos g{t}j + {t} cos %k,

/3

r= S{t}sin T {0}i + 5 {1} cos T{1}j + L2 {1)k.
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